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Avant-propos

Ce polycopié est destiné aux ¢étudiants inscrits en premiere année des classes
préparatoires en sciences et techniques. Son contenu correspond au programme officiel
de la matiere « physique 1 » enseigné en premicre année. Il est rédigé d’une maniére
simple et limpide afin de comprendre aisément et de la meilleure fagon possible les
détails du cours et des travaux dirigés de physique 1.

Apres un vaste et ample rappel des notions fondamentales a savoir : les grandeurs,
mesures et équations physiques..., la cinématique et la mécanique du point matériel
sont traitées particulierement. Aussi, des exemples réels illustrant le phénomene étudié
et des applications directes sont traités afin de permettre aux étudiants une
compréhension et une assimilation compléte et rapide.

Le contenu de ce manuscrit s’articule autour de six chapitres.

Le premier chapitre est réservé aux rappels et notions fondamentales d’une grandeur
physique, les unités utilisées et les mesures effectuées. L’analyse dimensionnelle est
traitée d’'une manicre tres large vue la nouveauté introduite dans ces fondements, ces
derniers temps, et en particulier la constante quantique de Planck. Enfin on aborde
I’¢tude des incertitudes et des erreurs commises lors d’une mesure.

Le deuxiéme chapitre s’intéresse aux vecteurs et a toutes les opérations qu’on peut
appliquer sur un champ vectoriel ; en commengant par les plus simples : la somme, le
produit scalaire...jusqu’a arriver aux produits vectoriel et mixte, la dérivation, au calcul
des moments et aux opérateurs appliqués sur un vecteur

Le troisiéme chapitre est consacré aux coordonnées spatiales et a la cinématique. Ainsi
les coordonnées cartésiennes, polaires, cylindriques et sphériques sont étudiées avec
beaucoup de vigilance et de clarté. Dans le volet cinématique, on étudie différents
mouvements rectiligne ou non rectiligne, uniforme ou non uniforme.

Le quatriéme chapitre, quant a lui, traite le mouvement relatif, et précise 1’utilité et la
différence entre un repere absolu qui est immobile et autre un repére mobile dans
I’espace. Les grandeurs et ingrédients propres a chaque repére sont démontrés avant
qu’elles ne soient exposées. Aussi la relation entre toutes ces grandeurs est bel et bien

établie et des exemples de mouvement sont abordés.



Le cinquieme chapitre concerne la dynamique du point matériel. Dans ce chapitre on
met le point sur des notions primordiales a savoir : les forces (de poids, de réaction, de
tension, de frottements), la quantité de mouvement, le centre d’inertie, le moment d’une
force, le moment cinétique ...En outre, les lois fondamentales de la dynamique sont
énoncées avec des illustrations. A la fin de ce chapitre, on propose un plan général et
récapitulatif & suivre pour parvenir a résoudre les problémes de la dynamique

Enfin, dans le sixiéme chapitre on traite le travail et 1’énergie d’un point matériel. Il
s’agit d’apprendre comment calculer le travail d’une force et distinguer le type de
travail. Par ailleurs, les énergies cinétique, potentielle et mécanique sont présentées et
les théoremes qui s’y référent sont démontrés.

A la fin de chaque chapitre, une série d’exercices est proposée avec des solutions
détaillées pour permettre une meilleure assimilation. On précise que tous ces exercices
ont fait I’objet de sujets d’examen et de séries de TD dans le centre universitaire de
Maghnia.

Bien que I'¢laboration de ce fascicule soit faite avec le plus grand soin, le contrdle que
j’ai pu faire de ce travail n'est pas absolu, et il serait étonnant qu'il ne subsiste pas
d'erreurs. Aussi suis-je reconnaissante d'avance aux lecteurs des remarques qu'ils
voudront bien faire. A la fin, je souhaite a tous les lecteurs qu’ils assimilent le contenu

de ce travail, et a tous les étudiants un parcours universitaire plein de réussite.
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Chapitre I

Notions fondamentales



Mécani que du p oint Notions fondamentales

1) Introduction :
La physique est I’étude des phénomeénes naturels et leurs causes, elle s’intéresse
surtout a la matiére inerte. Nous pouvons citer quelques exemples :
e Mouvements des corps: rotation de la terre, rotation d’un satellite autour de la

terre...
e Phénomenes ¢€lectriques et magnétiques : attraction de deux aimants...
e Phénomenes optiques : réfraction de la lumiére...
e La radioactivité nucléaire.
Selon les phénomeénes étudiés, la physique est subdivisée en branches : mécanique,
¢lectricité, magnétisme, optique,... généralement régies par des lois expérimentales ou
théoriques comportant des formules. Afin de vérifier I’homogénéité, la convenance et
la justesse d’une formule physique, nous utilisons 1’analyse dimensionnelle. C’est un
outil puissant qui permet de s’assurer de ’exactitude et de la cohérence d’une loi
physique.
2) Grandeurs physiques :
On appelle grandeur physique toute propriété de la science qui peut étre mesurée ou
calculée donc souvent accompagnée d’une unité.
On distingue deux types de grandeurs : grandeur scalaire et grandeur vectorielle.
2.1) Grandeur scalaire :
Une grandeur dite scalaire est représentée par un nombre (intensité) et une unité.
2.2) Grandeur vectorielle :
Une grandeur dite vectorielle est caractérisée par un vecteur et une unité. Un vecteur
est lui-méme caractérisé par un sens et une norme.

V=Vvi

i est un vecteur unitaire de norme ||%|| = 1 et V la norme du vecteur V qui représente
la longueur de V.
3) Mesures physiques :
La mesure d’une grandeur physique inconnue revient a comparer cette grandeur a une
autre de méme nature prise comme référence. Nous pouvons classifier les mesures

physiques en deux catégories : les mesures directes et les mesures indirectes.
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3.1) Mesures directes : La valeur de la grandeur est obtenue en comparant le résultat

de la mesure avec une grandeur de méme espece prise comme terme de référence.

Exemple : Mesurer une durée avec un chronometre ou peser une masse avec une

balance ...

3.2) Mesures indirectes: la mesure de la grandeur fait appel a une formule

mathématique utilisant une autre grandeur généralement plus simple.

Par exemple :

e Si I’on veut mesurer la surface d’une sphére S, on utilise la formule S = 4m 1?2,
apres avoir mesurer le rayon de la sphére r.

e La mesure de I’altitude ~ d’un avion en utilisant la loi de la pression :

P(h) = Pyje~c™M,
Sachant que ¢ est une constante connue, on mesure P(h) avec un appareil attaché a
. : : s 1 P
I’avion, on mesure P, la pression au niveau de la mer et on déduit que : h = ;ln (P—O)
@

4) Analyse dimensionnelle :

C’est une méthode pratique qui permet de vérifier I’homogénéité d’une formule
physique en décomposant les grandeurs physiques qu’elle contient en un produit de
grandeurs de base telles que : la longueur, la durée...’analyse dimensionnelle permet
aussi de passer d’un systéme d’unités a un autre comme elle permet aussi de prédire
les équations de quelques phénomenes physiques. En d’autres termes, [’analyse
dimensionnelle est un outil puissant pour :

- vérifier un résultat aprés un raisonnement rigoureux.

- obtenir une formule aprés un raisonnement intuitif.

- comprendre la dépendance fonctionnelle d’une quantité par rapport aux parameétres et
variables dont elle dépend.

- obtenir des formules, des expressions littérales de certaines quantités physiques.

4.1) Unité et dimension de mesure :

L’unité de mesure est un étalon nécessaire pour la mesure physique. La valeur de
I’unité est connue avec une grande exactitude tels que le meétre, la seconde...

De nos jours, le systeme d’unités le plus utilis¢ est le Systeme International d’unités

(SI) comprenant sept unités de base présentées dans la figure 1.1, a savoir le métre
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Mécanique du point

(m), le kilogramme (Kg), la seconde (s), I’ampere (4), la mole (mol), le kelvin (K) et le
candela (cd). Toutes les autres unités rattachées au SI peuvent étre dérivées de ces sept
unités de base. La dimension d'une grandeur physique est une combinaison des sept

dimensions de bases citées dans le tableau I.1.

Figure 1.1 : Les sept unités de bases

Grandeur Symbole | Dimension Unité (S.1.)
Longueur L [1=L Le métre (m)
Masse M [m]=M Le kilogramme (Kg)
Temps T [t]=T La seconde (s)
Intensité du courant électrique i [i]=1 L’ampere (4)
Température T [T]=86 Le kelvin (K)
Intensité de la lumiére ] 1= La candela (cd)
Quantité de la matiere n [n]=N La mole (mol)

Tableau 1.1 : Grandeurs de base, leurs symboles, dimensions et unités dans le systeme

international (SI).

Une grandeur physique posseéde une dimension si sa mesure dépend du choix d'un

¢talon de mesure. Par exemple :

e Un volume étant défini comme une longueur au cube, n'a pas la méme dimension
qu'une longueur, ce sont deux grandeurs de natures différentes. Sa mesure dépend du
choix de I’étalon de la longueur.

e Un angle est sans dimension puisqu'il s'agit du rapport de deux distances, sa mesure
est donc indépendante du choix de I'étalon de distance.

Il ne faut pas confondre dimension et unité. En effet, une quantité¢ physique a une et

une seule dimension ; en revanche elle peut étre exprimée dans plusieurs systemes
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d’unités différents. Par exemple, un physicien exprime une longueur en meétre, un
astronome en parsec (1 parsec = 3,2 année lumicre).

4.2) Définitions des unités a partir des constantes fondamentales :

Les unités fondamentales du (SI) sont définies sur la base des constantes universelles,
c’est le cas par exemple de la longueur qui est développée a partir de la vitesse de la
lumicre (la célérité). Le kilogramme fait I’exception, car il a toujours été considéré
comme étant une constante. Apres la constatation en 2005 que la masse du
kilogramme d’un prototype en platine varie au cours du temps, le comité international
des poids et des mesures (CIPM) recommande de redéfinir le kilogramme en terme de
constante fondamentale de la nature. En 2011, la Conférence générales des poids et
des mesures (CGPM) convient que le kilogramme devrait étre redéfini en fonction de

la constante de Planck 4.

Grandeur physique Symbole Fixée par la constante

Longueur 1 La vitesse de la lumiére ¢=2,9979 .10® m/s
Masse m La constante de Planck h= 6,6260 .107* J.s

La fréquence de la transition hyperfine de I’état
Temps t

fondamental de Césium133, AV = 9,192631770 s!
Température T La constante de Boltzmann Kg= 1,3806. 10-2* JK!
Intensité électrique i La charge de I’électron e= 1,6021. 10" C
Quantité de matiére n Le nombre d’ Avogadro Na= 6,0221 .10%* mol!
Intensité de la lumicre ] L’efficacité lumineuse Kca=683 Im/W

Tableau 1.2 : Grandeurs de bases, leurs unités et constantes correspondantes.
Exemple : Il s’agit d’exprimer le métre en fonction de la vitesse de la lumiére ¢ et de la
fréquence de césium, Avg,.

Sachant que : ¢ = 299792458 m/s

Et que : la seconde étant : ‘mziﬂ
Cs
1 ( ¢ ) —1 c 9192631770
m=|——— m =
299792458/ ° 299792458  Avg,

c
1m =~ 30,663319

Vs
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4.2.1) Interprétation physique de la constante de Planck :

La constante de Planck est liée a la quantité d’énergie la plus faible que 1’on puisse
mesurer. Elle est utilisée notamment pour décrire la taille des quanta et pour expliquer
les phénomeénes de quantification qui se produisent avec les particules. Ainsi, I’énergie
de particules (1’¢lectron, par exemple) prend des valeurs multiples de valeurs fixes au
lieu d'un ensemble continu de valeurs possibles ; on parle de la quantification de

I’énergie. Par exemple, 1'énergie d'une particule est reliée a sa fréquence par :

Avec : E est I’énergie de la particule, h la constante de Planck, vla fréquence de
I’onde électromagnétique associé¢ a la particule, m la masse de la particule et c la
célérité de la lumiere.

En combinant les deux lois (1) et (2) on aboutit a :
hv

T = e 3)

c2
4.2.2) Pourquoi la constante de Planck ?
La constante de Planck s'exprime en joule seconde (J.s), en se servant de 1’expression

de I’énergie cinétique E,, ’'unité de la constante de Planck est facilement obtenue dans

SI.

2 2

1
E. =omv® = ] =Kgm?s~

= Js=Kgm?s™t ... 4)
Les physiciens ont choisi la constante de Planck comme base de la définition du
kilogramme car (J.s) n’est autre que (kg.m?.s™1), et que le métre et la seconde sont

précisément définis.

Connaissant la valeur de la constante de Planck, h = 6,62607015.1073*].s ou

kg.m?.s™1

, 1l devient donc possible de définir aussi précisément le kilogramme.
h

6,62607015.1073% m2s1

h = 6,62607015.1073* kgm?s~! = = 1Kg

= 1kg = ( h ) m ()

6,62607015 .10~ 34
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4.2.3) Une autre forme du kilogramme :

: h _
On vient de trouver que : 1kg = ( — ) m2s
6,62607015.10734

A présent, on va exprimer m~2s en fonction d’autres constantes universelles, a savoir
la vitesse de la lumiere ¢ et I’'inverse du temps Av., . On rappelle ici qu’une seconde
correspond a la durée de 9,192631770.10° oscillations d’un cesium '*3Cs, et que
I’inverse du temps est définie ¢ une fréquence).

L’unité de ¢ est : ms~! = L’unité de c? est : m?s~2

= L’unité de — est : m™?s?
c
_ 1. .
En multipliant par - qui n’est autre qu’une fréquence Avcg on trouve que :
) L 7 1 -2
L'unité de — Avgs est:m™s
c

Ainsi : 1’équation (5) va pouvoir s’écrir comme suit :

h ) [2.99792458 . 108]2 Avg,

1k =( .
9=\662607015.103¢ o2 9,192631770.10°

h.Av
1kg = 1,4755214.10% —=
(o

4.2.4) Conséquences :

Avec la révision du systéme international (SI), les unités de bases ne sont plus toutes
interdépendantes.

La mole étant 'unité de la quantité de matiére d’une entité élémentaire spécifique
(atome, molécule, ion, ¢électron ...) est redéfinie en fonction du nombre d’Avogadro
N, désormais parfaitement définie, plutdt qu’a partir d’'une masse. La valeur d’une
mole est définie en fixant la valeur numérique du nombre d’Avogadro N4 a une valeur
exacte : 6,02214076 .1023 entité .mol™ .

L’Ampére qui est 'unité du courant électrique, passe d’une définition basée sur une
force (indirectement une masse) a une autre totalement indépendante, car la charge
¢lémentaire e a désormais une valeur exacte. La valeur d’un Ampere est définie en
fixant la valeur numérique de la charge ¢élémentaire a exactement

1,602176634 .1071° C, ce qui correspond & (Ampére. seconde).
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Le Kelvin était défini comme 1/273,16 de la température du point triple de 1’eau (la
température a laquelle les trois phases a savoir liquide solide et gaz cohabitent).
Désormais la définition du Kelvin va changer fondamentalement et sera dépendante de
celle du kilogramme via la constante de Boltzmann Kj.

La constante de Boltzmann Kg relie I’énergie d’un corps a sa température. Dans les cas

simples on utilise la relation :

En fixant K a exactement 1,38064.1072 J. K~ (ou alors : s2.m?.Kg.K'"), on définit
I’unité de la température qu’est le Kelvin. Le Kelvin dépendra donc du kilogramme,
du metre et de la seconde.

Remarque : le degré Celsius n’est pas une unité SI; il est défini par rapport au
Kelvin, sa définition change donc également.

Les définitions des autres unités (la longueur, le temps et la quantité de la lumiére)
restent fondamentalement les mémes mais sont reformulées afin de les rendre plus
claires et plus rigoureuses. Par exemple I’ancienne définition de la seconde disait :

La seconde est la durée de 9192631770 périodes de la radiation correspondant a la
transition entre les deux niveaux hyperfins de 1’état fondamental de césium 133 a la
température du zéro absolu. La définition actuelle est :

La seconde, s, est I’'unité de la durée ; sa valeur est définie en fixant la valeur du
nombre de périodes de la radiation correspondant a la transition entre les deux niveaux
hyperfins de 1’état fondamental de I’atome de césium 133 a la température du zéro
absolu a exactement 9192631770 quand elle est exprimée en s~ 1.

Par conséquent, la mole se retrouve indépendante, et les autres unités ne dépendent
plus les unes des autres de la méme facon. C’était I’un des objectifs principaux. Toutes
les unités du (SI) dépendent désormais d’une constante fondamentale fixée. Il n’y a
plus aucun étalon physique, la précision est maximisée et sera plus stable dans le
temps.

Le kilogramme est la derniére unité qui restait a redéfinir grice aux constantes
fondamentales de la physique. Maintenant c’est chose faite ; ce qui acheéve une page de

I’histoire du systéme international des unités.
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Koo AV

Figure 1.2 : Relations entre les diverses unités de mesure

4.3) Equations aux dimensions :
4.3.1) Définition :
Une loi physique est une équation reliant plusieurs grandeurs, donc plusieurs
dimensions on parle alors d’équations aux dimensions. Plus précisément, une grandeur
qui n’appartient pas aux sept grandeurs fondamentales est appelée grandeur derivée, et
I’équation qui relie cette grandeur dérivée aux sept grandeurs fondamentales est
nommeée équation aux dimensions.
Les équations aux dimensions sont universelles et indépendantes des systemes
d’unités. Deux grandeurs de méme nature posseédent la méme dimension. Ainsi deux
grandeurs de dimensions différentes ne peuvent étre additionnées.
Par ailleurs, une loi physique doit aussi étre homogene et cohérente ; c’est le critére sur
lequel on peut s’appuyer pour vérifier la justesse d’un résultat physique. Sachant que
la dimension d’une grandeur X est notée /X/ n’importe quelle équation aux dimensions
s’écrit sous la forme générale :

[X]= M*LPTCQYI¢NT J9. . ... (7)

Ou:a,b,c,d, e, f, g sont des réels (I’un ou plusieurs peuvent s’annuler)

Exemple : la masse volumique définie par: p = %

[M] s
[p] =T = [p] = ML
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= [p] =ML 3TOOQ0IONOJO. ..., (8)
D’ou:

a=1 b=-3 ¢c=0,d=0, e=0, f=0, g=0

4.3.2) Dimension des constantes :
On distingue deux types de constantes :
e Les constantes qui possedent des unités dont la dimension peut étre calculée

d’une manicre directe a I’instar de I’accélération de la pesanteur terrestre g =
9,81 Sﬂz = [g] =LT™?; ou encore la constante de Boltzmann: Kz =
1,38 10723 ﬁ = [Ky] = MI2T-291
e Les constantes sans unités dont la dimension est égale a 1.

s1=1, [F]=1..
Par exemple le nombre 7 qui fait le lien entre le « droit » et le « courbé », entre les
distances et les angles. La définition géométrique de m est associée au rapport du
périmetre P d’un cercle sur son diametre D : m = P/D. Cette définition nous montre
bien que ¢’est un nombre sans dimension : ] = [P]/[D]=L/L d’ou: [n]=1
4.3.3) Dimension de I’angle et de quelques fonctions spéciales :
Durant toutes les études précédentes (moyen et lycée) on a surtout utilis¢ les degrés,
dans la vie de tous les jours on parle surtout de tours mais en mathématiques les
radians ont été introduits et en particulier le nombre m. Voici la correspondance entre
ces diverses unités :

1 tour (tr) = 2mradians (rad) = 360degrés ............ 9)
Le tour est facilement apergu par notre esprit, les degrés sont utilisés dans les sciences
expérimentales, quant aux radians, ils sont utilisés en théorie lorsque les calculs sont
plus compliqués.
Mais pourquoi les angles sont des objets sans dimension : [#] = 1, pourtant on leur

attribue des unités !
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La compréhension de ce dernier point fait appel a la définition de la longueur [ d’un
arc d’un cercle de rayon R délimité par un angle 6 qui est égal au produit du rayon par
I’angle: [ =R.0

Ce qui donne :

[ = (Rl = [6] = = *

L’angle 0 est alors de dimension égale a 1.

Enfin lorsque les angles sont petits et exprimés en radians, on peut utiliser les relations

sinf =~ 6
suivantes : sinf <1 = Jtanf =06 52
cosf =~1——
2

D’ou : [sinf] =1, [tgf] =1, [cosB] =1.

e =cos@ + isiné

I =cos@ —isinf

En plus d’apres la formule d’Euler - {
e

On aboutit a :
[ee] =1, [log 8] =1
4.3.4) Propriétés des équations aux dimensions :
Supposons que 4, B et C sont des grandeurs physiques, nous pouvons alors résumer les

propriétés des équations aux dimensions tel que :

e si A=B+C alors[A] =[B]l =1[C]..ccceveiiiiiieiiiiiiiiiin, (11)
e si A=B—C alors[A] =[B]l =1[C]..cccevveiiiiiiiiiiiiiiiin, (12)
e si A=B.C alors[A] = [B].[C]..ccoveiiiie e, (13)
e si A=B/C alors[A] = [Bl/IC]....ccccovvimiiiiiiiii. (14)
e si A=B*/CY alors[A] = [BI*/[C).cccevieiineiiiiiiiin. (15)

4.4) Exemples et applications :
Dans le tableau 1.3, on donne quelques exemples de grandeurs tres utilisées dans le

domaine des sciences et dans le cursus de 1’ingénieur. On précise la formule utilisée
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pour le raisonnement et le développement de sa dimension et on donne son unité

correspondante dans le systéme international (SI).

Grandeur Formule Dimension Unité (SI)
utilisée
Surface [S1= 1211
S S=1? =L.L m?
[S] = 1?
Volume | m=mm 3
y V=1 =LL.L m
[vl=1r
. [p] = [m]/[V]
M 1
asse volumique p=m/V Y Kg m=
P [p] = ML
Fréquence f=1/T U= gl/]y{ 7] 1-H
= =Hz
T : la période
/ P ] =7
. L [v] = [d]/[t]
Vitesse linéaire v=d/t _ LT -
v [v] = LT
Accélération linéaire La] = [v]_/[t] B
a=v/t = LT~ /T ms?2
@ [a] = LT 2
w="Y/ [w] = [w]/[r]=T7"
Vitesse angulaire Ou: Ou: 1
w _ tours [w] = [n.m.radian]/[t] S
 temps =T
— -2
Force Fema [F] = [m].[cz]2 Kgms
F [F] = M.LT =N
1
— | = 2
Energie 1 [Ee] = [2] [m] [v] Kgm?s~?2
E Ee=5mv" |\ E]=1.M.T1) _
[E] = MLT 2
. (W] = [F]ld] 2 2
Tri;aﬂ W=Fd = MLT 2L Kgm=s
[W] = ML?T 2 B
[F]
[p] = m ,
. _1 —_
Pression p=F/S M. LT-2 Kgm™"s
p =0 = Pascal
[p] = ML™'T?
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_ ]
Puissance Pl = W Kgm?s~3
P=W/t -
P / = MLZTT i = Watte
[P] = ML*T—3
Charge électrique iy [q] = [i].[t] As=C
q T [q] =1IT = Coulomb
[F]
[E] =1 -3 4-1
Champ électrique lq] Kgms™A
E E=F/q _ MLT? =V/M
m =N/C
[E]=M.LT3I1
[0] = [d]. [£] o
. . K Al
Différence de potentiel U U=dE =L M.LT31 9 m_?/
[U] = M.L*T7371 B
[U]
]
Résistance électrique R=U/i o, 27311 Kgm?s342
R - - - =0
[R] = ML*T3172

Tableau I.3. Quelques grandeurs physiques, leurs dimensions et leurs unités
correspondantes.

4.5) Homogénéité des équations :

Comme on I’a déja souligné au début de ce chapitre, il est possible de vérifier
I’homogénéité d’une équation en utilisant 1I’équation aux dimensions. En fait, dans une
équation, les dimensions des grandeurs dans ces deux membres doivent étre les
mémes. On suppose que 4, B, C, D, E, F et G sont des grandeurs physiques et x un
nombre réel. L’équation reliant ces grandeurs physiques est comme suit :

(A+B)—C/D=(E.F)*+G .................. (16)
L’équation aux dimensions permet d’écrire :
[A+B)—-C/D]=[(E.F)*+G]............... (17)

Application 1 : Déterminer la dimension des deux paramétres a et f qui apparaissent

dans la loi de la force F donnée par :
F=amv+Pv%....cccoveeeecececeereenn... (18)

Sachant que m est une masse et v est une vitesse linéaire.
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Solution :
La formule donnant F s’écrit sous forme d’une somme de deux termes, on utilise dans
ce cas la propriété (11) des équations aux dimensions, ainsi :
F=amv+ Bv?=[F] = [amv]=[pv?]
= [F] = [a][m] [v] = [B][v]?
_ {[F[] = [a][m] [v]

F] = [B][v]?
( _ [F]
N <[ 1= [rr;] gv]
F
\ 8] = ol
( IR
_ = it
F
\ 8] = ol
( MLT 2
[ ] M.LT1
= M.LT_Z
\['B] - (LT~1H)2
{[a] =T1!
[B] = ML™*

4.6) Prédiction d’une équation physique en utilisant I’analyse dimensionnelle :
L’analyse dimensionnelle permet de trouver 1’équation physique qui gouverne le
phénomene, a une constante numérique pres sans dimension.

Application 2 : La vitesse d’arrivée au sol d’un objet de masse m laché sans vitesse

initiale a partir d’une hauteur h s’écrit sous la forme :
V=Kkh"mPgY . e (19)
Avec k une constante sans unité¢. Déterminer «, 3, y.
Solution :
D’un coté,ona: [v] = LT !
De autre coté, on a : [k h“mﬁg”] = [k][Rr]® [m]? [g]"
=1L* MF (LT™?)

[v] = [k h*mPg¥| = LT~! = L* MF(LT2)¥
= LT =LY MP T~
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[ = La+Y l1=a+y
Par identification : {1 = MP = {0 =B
T—l — T—Z)/ -1 = —2)/
a=1/2
= =0
y=1/2

—v==k h1/2m0g1/2
= v =k, hg
Application 3 : Une sphere immergée dans un fluide subit une force F telle que :
F=kn®rBvY .. (20)

Ou k un coefficient numérique sans dimension, r est le rayon de la sphere et v est la

vitesse relative de la sphere.
Sachant que [n] = ML™'T~1 | déterminer , 3, y.
F=kn*rPv'=[F]= [k][n]*[r]’[v]"
= MLT?=1[ML T~ *[L)B [LT~]
= MLT™?=M% L~**B+y T-a~vy

M = M¢% a=1
Par identification : [L = [TathtYy = [—a+[)’ +y=1
T2 = T-aY —a—y= -2
a=1
=>{[3= 1
y=1
= F=knrv

5) Calcul d’incertitude :

5.1) Notion d’erreur :

La mesure d’une grandeur physique est inévitablement accompagnée d’une erreur. La
vraie valeur de la grandeur est inconnue et ne peut jamais €tre une valeur exacte.

L’erreur est définie comme étant la différence entre la valeur mesurée et la valeur

exacte.
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Les erreurs sont généralement systématiques ; elles sont dues aux problémes que

I’expérimentateur ne peut contréler. Ces erreurs sont engendrées par des appareils

défectueux ou des méthodes erronées produisant des résultats toujours plus grandes ou

toujours plus petites que la valeur exacte. Il s’agit d’une erreur constante et dans un

seul sens. Hormis les erreurs dues aux méthodes, les erreurs systématiques peuvent

étre classées en trois types :

a) Erreurs de mesure : Ces erreurs sont liées a l'imperfection des sens de

l'expérimentateur ou aux conditions de la mesure.

b) Erreurs instrumentales : C’est I’imperfection des instruments qui en est la cause

de ce type d’erreur. Cette erreur est habituellement déclarée par le fournisseur.

¢) Erreur de lecture : Par convention on a établi que l'erreur maximale due a un

instrument de mesure est égale a la moitié¢ de la plus petite graduation de l'instrument

pour les appareils analogiques. Dans le cas des appareils numériques, 1'erreur est de

l'ordre de grandeur du dernier chiffre affiché.

5.2) Notion d’incertitude :

L'incertitude absolue notée Ax sur une mesure est la différence ou 1’écart maximum

entre une valeur mesurée et une valeur exacte. Lors de la mesure effectuée sur une

grandeur A, la vraie valeur x, étant inconnue mais peut étre cernée dans un intervalle

délimité par la valeur la plus probable x et par l'incertitude absolue Ax telle que :
x—Ax <xqg<x+Ax

Le résultat de la mesure s’écrit alors :

A =x £ Ax (suivide 'unité de A)

Lorsqu’on veut déterminer I’incertitude de mesure Ax d’une grandeur A, on effectue
une série de n mesures indépendantes dans les mémes conditions expérimentales. Si
I’on désigne par b; les valeurs numériques des mesures effectuées (avec i =
1,2,..,n), alors la valeur moyenne de cette mesure est égale a la moyenne
arithmétique de I’ensemble des valeurs b; . Cette valeur moyenne est notée b et elle se

calcule par :

b:l;: bi

3|

n
i=1
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L’écart type de cette distribution Q est calculé comme suit :

Q
Ax = ﬁ
5.3) Calcul des incertitudes :
Cas d’une somme algébrique :
Soit S une grandeur sous la forme :
S=mu+nv+pw.....oooiiiiiiiiiiiiieeeeee.. (21)

Sachant que : u, v, w sont des grandeurs d’incertitudes absolues Au, Av, Aw, et que
m,n,p sont des coefficients positifs ou négatifs. Pour calculer I’incertitude sur S on
fait appel a la dérivée partielle. C’est un outil mathématique trés utile pour le calcl
d'incertitude. Elle peut étre appliquée a n'importe quelle forme de fonctions. La
dérivée partielle d'une fonction est la dérivée par rapport a l'une de ses variables, tout
en gardant les autres variables constantes.
Alors:dS =mdu+ndv+pdw

AS = |m|Au+ |n|Av + [p| Aw .................. (22)

Exemple : soit le temps t = 2t, — t;
Ondonne: t; =13.15s, t,=24.86s, At; =At, =0.01s
On calcule
At = |2| At, + |-1| At; = At = (2% 0.01) + 0.01
= At =0.03s =t =(36.57 £0.03)s
Remarque : le nombre de chiffres significatif, se trouvant apres la virgule doit étre le
méme pour t et At.

Cas d’un produit ou un quotient :

Soit P une grandeur qui s’écrit sous la forme :
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Sachant que : u, v, w, x sont des grandeurs d’incertitudes absolues Au, Av, Aw, Ax,
m,n, q des coefficients, positifs ou négatifs et K est une constante.

Dans ce cas, on utilise la fonction logarithmique qui permet de faciliter les calculs
lorsqu'il s'agit d'une fonction compliquée dépendant de plusieurs variables.

Ainsi :

InP=InK+ mlnu—nlnv—gqln(w + x)

Prenons la différentielle de In P quiest: dInP = %P

Alors :
dP_dK 4 du dv dw + dx
Pk ""u "y q(w+x)

Puisque K estune constante, alors: dK =0
On remplace les éléments différentiels par les incertitudes sur les grandeurs associées,
on transforme tous les signes négatifs en signes positifs tout en utilisant les valeurs

absolues des coefficients.

On obtient
dP_| | Au_l_l | Av+| |Aw+Ax
P m " v 1 (w+x)
Enfin
Au Av Aw+Ax
dpP = (|m| =t nl 2+ 1] (W+x)) e (24

Exemple : soit P une grandeur sous la forme :
u*vf
Tt vy we
Sachant que: u, v, w sont des grandeurs d’incertitudes absolues Au,Av,Aw,
a, B ,v, 6 des coefficients et K est une constante.

InP=InK+ alnu+pflnv—yh(u+v)+dlnw

dP dK 4 du+ dv du + dv dw
= — = — B — _— B —
P kK % p v y(u+v) w

K est une constante alors : dK =0

dP du dv du dv dw

PP  ary

(u+v)_ w
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:d_Pz(ﬁ_ Y )du+<£— Y )dv—gdw

P u u+v v (u+v) w
a
=>sz<|—— 4 |Au+ b_ |A +qu>P
u u+v v (u+v)
Applications :

Calculer I’incertitude absolue sur W et N donnés par :
a) W=RIt

Avec AR, Al , At sont les incertitudes absolues sur R, I, t.
b) N = N, e

Avec AN,, A\, At sont les incertitudes absolues sur Ny, A, t.

Solution :

a) W=RI’t=InW=InR+2Inl +Int

dw dR+2dI+dt
_ — = J— N
w R I t

AW AR Al At

- — = — 2 — —

w R * 1 * t
AR Al At
:>AW=W<—+2—+—)
R A

Sachant que : W = R I%t, alors :
AW =1t AR+ 2RItAl +RI?At

b) N=Nye™? = InN=InN,—At
= dInN =dInN,—d (At)

dN  dN,

:WzN_O_/ldt_tdl
AN AN,

= W:N—O+/1At+tA/1

: : At : . .\ .
Pour faire apparaitre — et 7 dans I’expression on procede de la maniére suivante :
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AN AN, ot At o AL AN AN, ot (At . AA)
_— — —_— —_—, = — —_ R
N ~ N, t A N ~ N, t A

= AN = [AN" + At (At + AA)]N
LN t A

Exercices :
1) La hauteur maximale 4 atteinte par un objet lancé depuis le sol avec une vitesse vy,
sous un angle a par rapport a ’horizontale, est donnée par la formule :
V% sin? a

29

Vérifier I’homogénéité de 1’équation.

2) La pression a Ialtitude z est donnée par I’expression p(z) = p, e"¢ ) ou ¢ est une
constante. Quelle est la dimension de c.

3) La vitesse limite atteinte par un parachutiste lesté par un avion s’écrit sous la
forme : v = k*PYS?

Ou P représente son poids, S sa surface et k une constante d’unité Kg.m=3.x,y et z
sont des nombres fractionnaires. Déterminer x, y et z et écrire I’expression finale de v.
4) Trouver la dimension et I’unité de y, qui intervient dans I’expression de la force
magnétique F s’exercant entre deux fils conducteurs paralléles de longueur L séparés
par une distance d et parcourus par les courants [ et I'.

Ho- L
F =
4md

5) Déterminer la dimension et I'unité U et T qui interviennent dans la relation :

LI

U = RI, exp(—t/71)
Ou I, est 'intensité du courant électrique, R est la résistance électrique et t est une
durée de temps.
6) A l’aide d’un pendule pesant on mesure l’accélération de la pesanteur g qui
s’exprime en fonction de la longueur du pendule, [, et la période des oscillations, T,
par la relation :
g=4m?1/T?

Exprimer I’incertitude absolue sur g en fonction de Al, AT, letT.
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7) Le débit d'un liquide est calculé en analysant 1'écoulement d'un liquide dans une
cuve cylindrique placée verticalement sur un plan et en mesurant la hauteur de la
surface du liquide avant et apres 1'écoulement pour une durée de temps At. Le volume

collecté au bout de At est donné par :

2

V=(h—h)m (g)

Ou h4 et h, sont les niveaux initial et final du liquide et D le diamétre du réservoir.
Si l'on considére la méme erreur relative A sur les mesures de hq, h, etd, estimer

l'erreur possible sur le volume

Réponses :

1)
Vo2 sin a vo)? [sin?a
povesinta o [wol? [sin®a)
29 [2][g]
[h] =L
_ -1
[v?] = LT (LT~1)? (1)2
[sina]=1 }=1L= 72
[2] =1
[g] = LT~?
=L=1L
= ['équation est homogéne
2)

p(2) = py e

Pour: e [—cz] =1 = [-c].[z] = 1

3)

v = k*PYS* = [v] = [k]*[P)?[S]*
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[v] = LTt
[K] = ML™3
[P] = MLT 2
[S] = L2

= LT™' = (ML™3)*(MLT~2) (1?)*

- LT—l — Mx+y L—3x+y+22 T—Zy

Par identification, on trouve :

1=-3x+4+y+2z pourl x=-1/2
O=x+y ... pour M = (y=1/2
—1=-2y ...... pour T z= —1/2

— p = k~1/2 p1/2 g-1/2

P
= v = ﬁ
4)
F—#O'LII’ _A4mdF
amd D TR T TT
o < L D IF]
Hol = I
[4m] =1
[d] =L
[F] = MLT 2
[L] =L
Hl=[]=1
_ [4n] [d] [F] _1LMLT?
(o] = —[L] 0] = [uo] = TR
= [u] = LM T2 2
5)

U = RI, exp(—t/7)
Dans ce cas la formule est sous forme d’un produit ; on utilise alors la propriété (13)

des équations aux dimensions ; ainsi :

[U] = [R][Io llexp(—t/7)]
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d
Fd
F & = —
q J
q=1it
Fl|d MLT 2L
ey 2 1

[e][i2 TP
= [R]=MIL*T3]?
[lh]=1
lexp(—t/D)] =1
D’ou:
[U]= MI2T-3]!
Dans exp(—t/t) ; [—t/1]=1= [-t] =[1]
= [t] = [1]

=[1]=T

0)
4% | 5
9="m =Ing=m4n* +Inl—-2InT
dg dl _dT
= —=——-2—
g [ T
Ag Al AT
riea
= Ag = |Al+2AT
— A _47‘[2l Al+2AT
=712 [T7°T
7)
D\* av d(h,—h,) dm _dD
V_%_@”@):V;iwml+n+zu
dv  dh, dh, dD
=—= — + 2
V hz_hl hz_hl D
AV Ah, Ah, AD

= —= 2—
V hz_h1+h2_h1+ D
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AV  Ah, h, Ahy h, AD
== + +2—
4 hz (hz - h1) h1 (hz - h1) D
Avec :
Ah, _ Ah, _ AD _
h, h, D
Alors :
AV h,

h,
Ay [ 4 42
% (h, —hy)  (hy —hy)
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Chapitre 11

Calcul vectoriel
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Dans tout ce qui va suivre, on travaillera dans un repere orthonormé (O, X, Y, Z) muni

des vecteurs unitaires 1, J, k.

1) Généralités :

En physique, on distingue deux types de grandeurs :

e Une grandeur scalaire qui est exprimée par une valeur numérique et suivie par son
unité. Le temps, la distance, la température sont des grandeurs scalaires.

e Une grandeur vectorielle qui est une entit¢ mathématique définie par une origine, un

sens (I’orientation est de 1’origine vers 1’extrémité), une direction (ou le porteur) et
un module (la longueur). Citons comme exemple : la force F, la vitesse ¥ le champ

¢lectrique E. )
Le vecteur AB est définie par :

L’origine A

La droite (A) A
Le sens de A vers B Figure II.1 : représentation d’un vecteur
Le module qui est la longueur AB

On considére le vecteur V = 4B, et on donne A (-1,2,1),B (3,1,2)

~ _(*B T %a L (3 (=&1)
Alors V aura les composantes suivantes : V| Vg —Va | =V 1-2
Zp — Zy 2-1

. 4
=V —1)
1

Le module de V est noté ||l7|| ou |l7| et est calculé de la maniére suivante :

V s’écritaussi: V = 47 -] + k

V| =Vx2+y2+ 22 i, (25)

V| = [AB| = /42 + (-1)2*12 = V18

Le module d’un vecteur est un scalaire positif, ceci est cohérent avec la définition du
module qui n’est autre qu’une longueur.

2) Types de vecteurs :

On définit trois types de vecteurs
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e Un vecteur lié : défini par sa droite d’action, son sens, sa norme et son origine (point
d’application). On citera 1’exemple du poids P d’un corps rigide qui a un point
d’application bien précis qui est le barycentre ou le centre de gravité du corps. On
dira que le poids est représenté par un vecteur lié.

e Un vecteur glissant : défini par son support, son sens et son module. Son origine peut
étre quelconque sur le support (droite d’action). On cite, I’exemple d’une force
appliquée a un solide indéformable qui peut glisser sur le support sans modifier
I’effet qu’elle produit. On dira que la force est représentée par un vecteur glissant.

e Un vecteur libre : il est défini par sa direction, son sens et sa valeur, son origine
pouvant étre quelconque dans I’espace. On citera ici I’exemple du vecteur de
I’accélération de la pesanteur . On dira que le vecteur de ’accélération est un
vecteur libre.

3) Notion du vecteur unitaire :
A chaque vecteur V correspond un vecteur unitaire i qui a la méme direction et le

méme sens que V et sa norme égale a I'unité, avec :

&l

............................................ (26)

171l

Application : Trouver le vecteur unitaire qui porte le vecteur V = 47 - + k.

Réponse :
V|| = V42 + (=12 +12 = V18
Y 4?—f+l_c)=)_) 4. 1. 1.
U= -—-= u= L —
v~ Vis VI8 Vis'  Vis

4) Opérations sur les vecteurs :

Soit 71), VZ), 73) trois vecteurs de 1’espace.
V, =1+ —k =x,i+yJ+zk
V,=30-37—k =x,0ty,] + 2,k
Va=20++k =x30+ys]+ 23k
4.1) Somme de deux vecteurs :

P d _— . .
La somme des deux vecteurs V; et V, se fait comme suit :
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ViV, = (g + x)T+ (1 + 9207 + (21 + 2)k
Application : V; +V, = (1 + 3)i +2-3)] + (-1 — Dk
Vi +V,=47-7—2k

Représentation : Ya

v

z V2
Figure I1.2 : Somme de deux vecteurs de méme origine

r O . 5 ynd ~ .. — —_—
Géométriquement si deux vecteurs V; etV, ont la méme origine, la somme V; + V,
est obtenue en dessinant la résultante des vecteurs V; et V, . Dans le cas ou les deux

Py A PR pynd e d .
vecteurs n’ont pas la méme origine, la somme de V; et I/, est obtenue en faisant une
. g . N ., —_— . . . , N
translation de V, au point d’arrivée de V; ; puis en reliant le point de départ de V/; au

point d’arrivée de Vz) par un vecteur déterminant la somme de Vl) et 72)

Figure I1.3 : Somme de deux vecteurs d’origines différentes

Posons:vl)+ ijw

X
cosa =4 x=V, cosa
Nous avons : =

Sina=V1 y=V;,sina

2
X=Vi+x=V,+V,cosa
W?2=X%?+ y?2=(,+V,cosa)?+y?
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=V,*> +V,%cos? a + 2V,V, cosa + V,* sin®a

=V,* +V,* + 2V,V, cosa

Dou: W= V24 V,%2+2V,V,cosa

4.2) Multiplication d’un vecteur par un scalaire :

-

Soit R le corps des nombres réels et soit le vecteur V= xT +y] + zk
VWUER, u/=puxi+uyj+pzk..... 27)
Application :

— - 1

V,=1+2]—k et p=—=

e () () - () = -7
= | —— —_— —_ | —— e = - =1 —
HVs 21 > ] > UV zl]

N =
=

4.3) Produit scalaire de deux vecteurs :

Le produit scalaire de deux vecteurs non nuls 71) et Vz) noté 71)72) est un nombre réel
tel que : V{Vz) = ||71)|| ||72)|| cos 6

0 : ’angle le plus petit entre Vl) et 72)

Conséquence :

V, #0
D’une maniére générale, si VZ) =0 =cosf=0
ViV, =0
T
= 0= 5
= Vl) 1 72)

Pour prouver que deux vecteurs sont perpendiculaires, il suffit de démontrer que leur
produit scalaire est nul.

Propriétés du produit scalaire :

» La commutativité : le produit scalaire est commutatif : Vl) Vz) = V;V{
7.7, = | 7] cos 0
= ||72)|| ||71)|| cos(—0) (Cosinus est une fonction paire)

=V
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» La distributivité par rapport a I’addition : le produit scalaire est distributif par
rapport a I’addition : 71) (VZ) + 73)) = Vl) V; + V{V;

Application : Calculer I’angle entre les deux vecteurs

V=3T+2j7—k

Vi=-1+27+ 1k

Réponse
IR _ i
Vv = VIVl cos 8 = cos 6 = e,
7]l = 32+ 22+ (-1)2 = V14
V|| = V(=12 + 22+12 = V6
(3i+2j-k).(-7 +2)+1k) i
0= T
cos V146 - viave

= cosf=0

T
= cosf = 3

Alors V et V' sont perpendiculairel’un a 1’autre.

Formule d’Al-Kashi :

Voici une application importante du produit scalaire en géométrie. Parfois appelée
« formule des cosinus » ou « théoréme de Pythagore généralisé », cette formule est die
au mathématicien perse Al-Kashi (né vers 1380 a Kashan en Iran et mort en 1429 a
Samarcande en Ouzbékistan)

Dans un triange (ABC) quelconque, on note :
a = BC

b =AC

¢ =AB

c
Figure I1.4 : Triangle utilisé par Al-Kashi

Nous avons :

a? = BC? = BC.BC

= (BA +AC).(BA + AC)
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= (BA+4cC)
= (AC - AB)’

= AC? + AB? — 2AC .AB
= AC?+AB*>— 2AC.AB.cos A
D’ou:
a?=b*>+c?>—2bccosA ....................... (28)
Les trois cotés et les trois angles d’un triangle jouant des rdles similaires, on obtient :
b?=c?*+a’?—-2cacosB et c?=a?*+b*— 2ab cosC
4.4) Produit vectoriel de deux vecteurs :

Le produit vectoriel des deux vecteurs 71) et 72) est le vecteur W noté W = 71) A Vz)»

de:
Direction : W 1 71) et W L VZ)
Sens : 71) , 72) et W forment un triédre direct.

Norme - [|W]| = [|V2]] [[Va]| sin 6

0 : I’angle entre 71) et 72)

Figure IL.5 : Produit vectoriel

> 5 7
Conséquence : Dans un repere orthonormé formé par les vecteurs unitaires (l, 7, k),

nous avons .
IANj=k IAk=-] IAT=0
FAk=1 KAj=—1 jAT=0
KAT=] TAT= —k kKAnk=0

Le calcul d’un produit vectoriel : technique du déterminant

SOlt . Vl) == Xli)‘i‘ylj_) + Zlk)
Et . Vz) = xzi)_i_yz_]_)'i' Zzl_()
Alors: W=V, AV, = |x; vy, z

Xy Y2 Zy



Mécanique du point Calcul vectoriel

_ Vi 4 f+|jz1 ;’ﬂ]—é

> |x1 Z;
Y2 Zy 2

Xy 7y

= (Y123 — Y2200 — (X123 — x221)] + (X1, — xz)’1)E

Application :

1) Calculer V; AV, ensachantque:V; =7+2f—k et V,=3(-37—k

Réponse :

I PR " 2 —1. |1 —=1]-. |1 2]|=

ViAV,= (1 2 -1 =|_3 _1l_|3 — ]+|3 —3|k
3 -3 -1

ViAV, = —=57—2] — 9%k
2) Montrer que la surface S d’un parallllélogramme est égale au module du produit

vectoriel des deux vecteurs AB et AD dormant ses cotés.

Réponse :

S=hAD = h.||AD]||

Or: h = AB.sin6 h

Donc : S = |[4B. sin 6. |[AD]|
= ”E” ”E” sin Figure I1.6 : Parallllélogramme de
— ABAAD surface S.

= S = |A—B) A El On rajoute la valeur absolue car la surface est toujours positive.

Propriétés du produit vectoriel :

» Le produit vectoriel est anticommutatif ou antisymétrique :

ViAVy = =V AV i (29)
Justification (sin @ = —sin @), le sinus est une fonction impaire.

» La distributivité par rapport a 1’addition :
Vin(Va+V3)=ViA Vo + Vi AV (30)
Application : Vérifier les identités célebres suivantes :
La formule de Gibbs : U A (l7 + W) = ((7 W) V- ((7 I7) w
L’identité de Jacoubi : U A (I7/\ W) + VA (W A l_j) + WA (l7/\ I7) =0

L’identité de Lagrange : (U.7) +|T A V||" = ||T|". 7|
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4.5) Produit mixte de trois vecteurs :
Le produit mixte de trois vecteurs non nuls 71), 72), et V; noté [Vl), 72), , 73)] est un nombre
réel p défini par p =7,.(V, AV,) et qui correspond au volume du parallélépipéde

. —_— — —
construit sur V3, V,, et V5.

Avec : (VZ)AVQ) = 0D
OD = aire OBB’C

p=V,.0D = p=04.0D
= |p| = 0D.0A.cosa
= |p| = 0D.AA’'

(avec AA’ : la hauteur du parallélépipéde)

Figure I1.7: Produit mixte

Propriété du produit mixte :

(72,75, V] = i ATS) = T3(7i AT) = Gy (T AT G1)
1. Deux vecteurs sont €égaux ou équipollents s’ils ont la méme direction, le méme sens
et le méme module.
2. Deux vecteurs sont opposés s’ils ont la méme direction et la méme norme mais
sont de sens opposés.

3. Deux vecteurs sont parall¢les ou ( collinéaires) si leur produit vectoriel est nul.

4. Deux vecteurs sont perpondiculaires (orthogonaux) si leur produit scalaire est nul.

4.6) Dérivation vectorielle :

Question : Pourquoi a-t-on besoin des dérivées de vecteurs en physique ?

Réponse : Quelques grandeurs physiques peuvent étre mesurées par des valeurs
associées a chaque point de I’espace considéré, on parle d’un champ. Autrement dit, si
G est une grandeur physique variante dans I’espace, alors I’ensemble des valeurs de G

en tout point de 1’espace considéré constitue un champ physique.
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Si le champ est définie par un nombre on dit que le champ est un scalaire exemple : la
température, la masse volumique... Si le champ est définie par un vecteur, on parle
alors d’un champ vectoriel exemple : le champ électrique, le champ de la pesanteur...

En général, en physique, on exprime mathématiquement les champs vectoriels par des
vecteurs dépendant des coordonnées des points et du temps car ils peuvent varier dans

I’espace et dans le temps.

Vix, y,z,t) = V) e (32)
7: le vecteur position
Puisque dans I’espace a trois dimension, chaque vecteur est représenté par trois
composantes dans un systéme de coordonnées, et une autre variable du temps, Il existe

12 dérivées premieres possibles, (9 dérivées partielles plus 3 dérivées temporelles).

On pourra écrire les dérivées :

6V, A 6V,
/ x/6x x/6y x/6z

5V, 5V 5V
w %/;y "/ 52

(%)

k Wy / St | par rapport au temps
oV,
/st

Ainsi si V est un vecteur dépendant du temps :

par rapport a I’espace

dv(t) _ de(t)Z)_I_ dVy(t)]—> + ave(t) E
d dt dt dt

V()= Vo (0)T+ V, ()] + V(D) =

Propriétés :
> (i +7;) = ﬂ + 22
> (W) = (““) v+ T, (‘”2)

> Si A est une fonction scalaire alors : — /1(t) V(t) (ij) V+2 ((Z—:)
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- £ @AT) = () T+ Fin(4)

Applications :

. —> — 2
1) Soit un vecteur W telque |W| = cste.

aw? . — dw
Calculer — Que peut-on dire des vecteurs W et o ?

Réponse :
aw? _ d(w.w —dW | dW —
wE_dWw) _ W AW
dt dt t t
dw? — dW
Dou: L-—o2w
dt t
— —_— Wz
W2=W.W (cste) = =0
— dW — 4w
Alors: 2W. 2 =0=wW.% =0
dt dt

W et dW sont perpondiculairel’un a I’autre car leur produit scalaire est nul.

Ceci se reproduit dans le cas du mouvement circulaire uniforme. Avec W représente le

>

e o dW . . ar 5
vecteur position 1, et a représente le vecteur vitesse Pl

.
A
72 dr
|[72|=1%2 =cste = —=27.—=0 . .
d dt v 7 .
a7 > v
= 7.—=10 r 2
dt
L dr
= 7rl—
dt
=71V

Figure I1.8 : La vitesse dans un
mouvement circulaire uniforme

2) Soit le vecteur 7 = cos? wt T+ e~“t k.

dv¥ . d37
Calculer —et—

dt dt?
Réponse :
ar
Calcul de : —
dt
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dr d(cos? wt T+ et E) _d(cos® wt 1) N d(e @ E)
dat dt B dt dt

d@® d(et). _ d(k)
a T ke

_d(cos® wt)
B dt
d® _d(@) _d(k)

= = =0 carlj, ksont des vecteurs constants dans le temps.
dt  dt _ dt J p

-

I+ (cos? wt)

d7?  d(cos? wt d(e ®t)
_d( )?+ ( )k

dt dt dt
dr . . >
I =—-2wcoswtsinwtl+ —we™ @ k
d%7
Calcul de : —;
dt
dZ,’TZ d ( 2 ¢ . t—>+ —wt E)
—=—(—-2wcoswt.sinwtl+ —we
dt? dt

d d 5
= E(—Zw cos wt. sin wt 1) +E(—w e k)

d d -
— _ ; P _ _ —wt
=-2w dt(coswt.smwt)l wdt( ek

= (w?sin?wt — 2w? cos® wt)l + (w?e™ )k,

5) Moment d’un vecteur :

5.1) Moment d’un vecteur par rapport a un point :
Soit V un vecteur qui passe par le point A. Le moment de V par rapport a un autre

point B, noté M 7,p ©st un vecteur et est défini comme suit :

Myg =BA A Voo, (33)
5.2) Moment d’un vecteur par rapport a un axe :
Soit V un vecteur qui passe par le point A et soit un axe (A) qui passe par un point B.
Le moment du vecteur V par rapport a I’axe (A), noté¢ My /(a) ©St un nombre réel et est

défini comme suit :

MV’/(A) == MV’/B . ﬁ(A) ............................ (34)

Avec : Uy est le vecteur unitaire de I’axe (A).
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Remarque : puisque les vecteurs unitaires des axes (xx’), (yy’) et (zz’) sont :
1 0 0

Uy =\ 0 ), Ugyy = 1) Uy =(0
0 0 1

Alors, les moments d’un vecteur V par rapport aux trois axes (xx’) (yy’) et (zz’) :

1

My 6y = My 10 - Uiy = (Xt+ Y7+Zk)|o|=X
0
_ /0

MV/(yy') =My, . Uy = (Xl + Y +Zk) (1) =Y
_ /0

My e = My 1o - Uy = (Xt+ Y7+Zk)|o|=2Z
1

Exercice d’application :

Soit F = 7 — 2] + 3k un vecteur passant par le point A(3,4,2).

1) Calculer le moment de F par rapport a I’origine O et par rapport aux trois axes
(0X), (OY) et (OZ).

2) Calculer le moment de F par rapport a I’axe (A) qui passe par I’origine O et dont les

cosinus directeurs sont (_F;'%' %)

3) Calculer le moment de F par rapport au point B (3,6,0).

4) Calculer le moment de F par rapport a 1’axe (A") qui passe par le point B et qui est
paralléle a (A).

Réponse :

1) Le moment de F par rapport a I’origine O : M3 /0

_, LTk
Mgp=04A AN F=13 4 2
1 -2 3

=(1244)7-(9-2)J7+(-6—-4k
Mg =167—7]— 10k
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16 1

Mﬁ/(ox) = Mﬁ/o . ﬁ)(OX) = < _170 8 = Mﬁ/(OX) =16
16 0

Mg, o) = Mg o - Uoy) = _170 (1) = Mg 0v) = =7
16 0

Mg 07y = Mg)0 - YUoz) = _170 (1) = Mgz = —10

2) Le moment de F par rapport a ’axe (A) qui passe par origine: Mz

~ 16 \ [—1/V2
= 1/2
_-16 7 10 _ —16v2-17
~ 7 2z TMhe s

3) Le moment de F par rapport au point B : Mg p

Mz p=BA AN F=|o —2 2| avec:BA|4—6|=BA|-2
1 -2 3 2—0 2
=(-6+4)T—(0-2)]+(0+2)k

Mg =—20+2j+2k

4) Le moment de F par rapport a I’axe (A") qui passe par le point B: My /(a")

—1/V2
(&) est parallele a (A), donc : Uy = Upry =| 1/2
1/2
vt by —1N2 2 2,2
Miay =Mpyp- By =\ 2 )| 1/2 = GH5+5 = My =2+32
2 1/2

6) Opérateurs vectoriels :
L’analyse vectorielle est une branche des mathématiques qui étudie les champs de
scalaire et de vecteurs. L’importance de 1’analyse vectorielle provient de son

utilisation intensive en physique et dans les sciences de I’ingénieur.
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Il existe trois opérateurs différentiels principaux appelés : le gradient, la divergence et
le rotationnel. Ces trois opérateurs s’expriment avec 1’opérateur différentiel formel

« nabla ».

6.1) Opérateur formel nabla V:
C’est un opérateur différentiel vectoriel qui permet de représenter aisément les trois

opérateurs fondamentaux. En coordonnées cartésiennes (X, y, z) et par rapport & une

5
base (?,f, k), 1l s’écrit en trois dimensions sous forme :

— . — a_) a_) 0 =
kaa/ayl o V=it —F4K o (35)

6.2) Opérateur gradient grad :
Le gradient s’applique sur une fonction scalaire et le résultat est un vecteur.

Soit f(x,y, z) une fonction scalaire, alors :

gradszfzal+E]+Ek ................... (36)

Sens physique : le gradient représente la variation du champ scalaire dans les trois
directions et indique le sens de la plus grande variation et son intensité. Exemple le
gradient de I’attitude est dirigé selon la ligne de plus grande pente et sa norme
augmente avec la pente.

Propriétés : Soit les fonctions scalaires f et g et les nombres réels a et 5.

grad (af + Bg) = agrad f + Bgrad g ...........37)
grad (fg) =fgradg+ggrad f....coccen.... (38)

Application : f(x,y,z) = 2xyz>

f fﬁ of -
d —— — —k
grad f ay] %
d(2xyz? d(2xyz? d(2xyz?) -
=(y)?+(y)7+(y)k
0x dy 0z

=2yz? T+ 2x2z2 ]+ 4xyz k
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6.3) Opérateur divergence div :

La divergence s’applique sur un vecteur et le résultat est une fonction scalaire.

Ve
Soit le vecteur V = V,
V,
d/0x V.
divV =V.V=\|0d/0y vy
0/0z /4
] l 3
divV= Vet oVt o Voo (39)

Sens physique : la divergence d’un vecteur V donne le flux de V a travers une surface

fermée.

Propriétés : considérons les vecteurs IV et V' et les nombres réels a et 3.

div(aV+BV') = adivV+BdivV' ... (40)
div(fV)=fdivV+ Vgradf.............. (41)

-

Application : soit le vecteur i = —xz T+ xy* J—vy k.

d/0x —XZz
divi=V.i=|a/dy .<xy2)

a/aZ Yz

9 9 2y, 9 (_

5 Cx2) + 0 (y®) + - (=)
= —z+ 2xy

6.4) Opérateur rotationnel 70t :

Le rotationnel s’applique sur un champ de vecteurs et le résultat est un champ de

vecteurs aussi.

Soit le vecteur V =

NN SN R
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Tk
_lo o o
dx OJy 0z
Ve VW,

Sens physique : comme son nom 1’indique, le rotationnel décrit la rotation d’un champ
de vecteurs, les lignes de champ ont tendance a tourner autour d’un point.
Propriétés :

Soit : f une fonction scalaire, V et V' des vecteurs et a et p des nombres réels.

rot(aV +BV')= arot V+Brot V' .ccccoevenrn. (43)
ot (gradf) =V A(VF) = 0 oo, (44)
div (1ot V) =V (V A V)= 0o, (45)
Application :
soit le vecteur = —xz T+ xy?j —y k. Calculer 70t .
Réponse :
| 7 7 k|
L = 0 0 9]
rotu=VAu=|— — —
dx Jdy 0z
—xz xy* -y
s 0 9 2 2 9
=lay oz |i—|ax az|]+]| ay |k
xy? —y —Xz -y —-xz xy?

~ [ 9= )i [0 - g a7+ [ 0D - 5 x|
=(-1-0)7—(0+x)]+ (2 -0k
=—i—-xj+y*k

6.5) Laplacien A :

Le laplacien A peut s’appliquer a un champ scalaire ou vectoriel et donne un champ de

méme type. Par définition : A = V.V

d0/0x d0/0x
A=|d/dy |.| a/dy
0/0z d0/0z
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92 92 92
A= I + 6_3/2 + Fyr AR IR R LI R LT ERET AR SRS (46)

a- Laplacien d’une fonction scalaire :

Le laplacien d’une fonction scalaire f(x,y, z) représente et traduit la courbure locale

de f.

TN )
Af(x,y,z)= prias 5y2 T agz e (47)
On remarque que le laplacien d’une fonction scalaire est un scalaire.
f A fA Af<0 fA
Af>0 Af=0
~— > > >
Figure I1.9 : Le laplacien et la courbure d’une fonction
Aussi, on peut déduire :
Af=V.Vf
=V. grad f
A f =div.grad f
b- Laplacien d’un vecteur :
Soit le vecteur V =V, 7+ V, T+ Vv, k
2 2 2
A= OV Ve (48)

On remarque que le laplacien d’un vecteur donne un vecteur.

Aussi, on peut déduire :
AV=V.V.V
=V. divV
AV = grad. divV
Application : soit le vecteur % = 2xy I+ (3x — y2) j — xz3k, et soit la fonction
scalaire W = 4xz? — 2y?z3.

Calculer le laplacien de U et de ¥ au point (0, -1, 1).
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Réponse :
d%u, , O0%u, 0%u, -
A—) — - - k
U= o2 T It e
0%(2x 0%2(3x — y? 0%(—xz%)
_ 0% ) - ( y )7+ ( )k
dx? dy? 0z?

= 00— 2] — 6xzk
Aupoint (0, -1, 1), AT = =27 — 6(0.1)k
=27

7k Z L G L
= x2 Ty Tz

0%(4xz? — 2y?z3)  0%(4xz? —2y?z3) 0%(4xz* — 2y%z3)
- dx? + dy2 * 072

0(4z2 —0) 0(0—4z3y) 0(8xz—6y%z?%)
=T T oy T 0z
=0+2z3+ (8x —12y% 2)
Au point (0, -1, 1), A¥ = 0 + (1) + (8(0) — 12 (=1)2.1)
=1+0-—-12
=-11

AY

Exercices
Exercice 1 : Considérons deux vecteurs V et V', vérifier que :
V +VI|=|V -V |=>VLV"
Exercice 2 : Dans un repere orthonormé (Oxyz), on considere les points A(1,0,1)
B(2,0,0) et C(0,1,1).
1) Déterminer les vecteurs positions : 04, 0B, 0C.
2) Déterminer les composantes et le module du vecteur AB ainsi que le vecteur
unitaire porté par le vecteur AB.
3) Trouver les composantes et les cosinus directeurs du vecteur BC.

4) Calculer le produit scalaire AB.BC et en déduire I’angle (E , ﬁ).
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5) Calculer le produit vectoriel AB ABC , le module |A—B) ABC |, puis en déduire la
surface du triangle (ABC).
6) Calculer le produit mixte : AC. (ﬁ A B_C>).

7) Déterminer la distance entre les pointes A et B.
8) En déduire le périmetre du triangle (OAB).

Exercice 3 : Soient les vecteursV{, 72), 73) , 74)
V, = 21— 3] +ak
V, = —41—]+2k
Vs=3T+bj—k
Ve = —60+]+2k
1) Calculer les composantes de W{Z Vl) +72) et WZ)Z 73) +74>.

2) Déterminer les valeurs de a et b pour que Vl) soit perpendiculaire a 72) , et V;
parallele a Z).
Exercice 4 : Soient les vecteurs : 7 = coswt T + sinwt j+e Wt k

azr

ar . \
1) Calculer : d—: et — et ¢valuer leur module a t = 0.

Exercice 5: Soit le vecteur % = 2xy i+ (3x — y2)] — xz3k et soit la fonction
scalaire Y = 4xz? — 2y?z3.

1) Calculer au point (1,-1,0) : grad ¥ , div @, rot &.

2) En déduire div (7ot @) et rot ( grad ¥) .

3) Calculer le Laplacien de % et de 1. Commenter votre résultat.

Exercice 6 : (facultatif)

Soit le vecteur 7 = x T+y j+zk
0

Prouver que : V2 (i) =

|7

Réponse :
Exercice 1 :
Veérifier que : |V +ﬁ| =V —_’)| =V1iV
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Calculons d’abord le carré de |I7 + V’)| et de |I7 — V’)|

On est bien d’accord que si : |I_/) +_')| = |I7)—W| = |l_/) +V7 2 = |I7 —le
- —2 - —2 - —2 N —2
[V +V| =V =V =V2+V" +2VV' =V24+V =2V V’

= 2V V = -2V V7

=VV=0

Exercice 2 :

1) Les vecteurs positions 04, 0B, 0C :

0A({o0|, OB{O], OC|1
1 0 1

2) Les composantes, module et vecteur unitaire de AB :

ABlO0—-0|=AB| 0 |=71—-k
0-1 -1

4B = T+ 0+ (-1 = |[4B]| = V2

AB = ||AB||.Uss = U AB
= -Uap AB = =11
14B|
L ik
= Uyp = NG
_ 20 2k
ABT T T2

3) Les composantes et les cosinus directeurs de BC :
_ . [0-2 _ (2 .
AB(1-0])|=AB| 1 |=-27+]+k
1-0 1
Les cosinus directeurs de BC sont les composantes du vecteur unitaireBC notés a, B,y

X7 -2
a=—2 = g=—

1BC]l V6
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YBé
p=rt= p=
IBC]|

IBC]l

= Hl-

4) Le produit scalaire AB.BC et I’angle (E’),B—C)) :

1\ /-2
AB.BC (0)(1)=(?—E)(—2?+j+fc)=—2+0—1=—3

-1/ \1
AB.BC = | 4B |BC||. cos(4B, BE) = cos(AB, BC) = %
(4B, BC) °__ 3 . 0866 = (4B BC) = 149.3°
cos , = = ~ —(. , = )
V2,46 V12
5) AB ABC, |E’) /\R')L la surface de (ABC) :
|t Tk
ABABC=|1 o0 -1
-2 1 1

= [0 — (-D]i - [(1)(0) — (-D(-2)]j + [(D)(D) — 0(-2)]k
ABABC=1FJ+ k
ABABC| = JET EF 1= V3
Le triangle (ABC) posséde les cotés (AB),(BC), et (CD). La surface du triangle

représente la moitié de la surface du parallélogramme de cotés (AB), (BC).
La surface du parallélogramme est calculé par : S4pcpy = |ﬁ A ﬁ|

S _S(ABCD)25, _ |E/\ﬁ| _ﬁ
(4BCO) = 7 5 BO) = 5 T 5

6) AC.(AB ABC) =7 :

L 0-1\ /1

AC.(ABABC)=|1-0]({1|=-1+1+0
1-1/\1

4¢.(4B ABC) = 0

7) La distance entre A et B : Lyp

L, est le module du vecteur AB

|4B|| = V12 + 02+ (=12 =2
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La distance entre le point A et le point Best : Lyg =~ 1.4unité
8) Le périmétre du triangle (OBC): P ppc)
Pusc) = ||04|| + ||0B|| + ||AB|| = V2 + V4 +V2 =2 + 2V2

P(ABC) ~ 4.8 unité

Exercice 3 :
V., =20—3]+ak V, = —41—j+2k
Va=3i+b/—k Vo =—60+]+2k

1) Calcul Wl)et Wz) :

W1 - V1 + V2 - _3 + _1 = W]_ _4
a 2 a+?2

W, = —21—4]+ (a + 2)k

W2:V3+V4,: b + 1 :>W1 b+1
-1 2 1

W,=-31+b+1)j+k
2) Les valeursde a et b :

a 2
= —-8+4+3+2a=0=a=5/2

Pour que V; L V, il fautque a =5/2

-6 1 2

= [2b—(-D]i-[6-6]7+[3—-(-6b)]k=0
= b+ 1)i+ 3+6b)k=0

{2b+1=0
3+6b=0

b=—1/2
=>{b=—1/2

Pour que V, //V, il fautque b = —1/2
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Exercice 4 :

F= coswti +sinwt J+e Wk

d7 _ d(cos “+si jte Wik) d(coswt)i)

n d(sinwt)]_) n d(e™% )E
dt dt dt dt dt

= —wsinwt T+ wcoswt] —we "k

-

dar
dt

=?
t=0

ar
7l = J(=wsinwt )? + (w cos wt)? + (—we="t)2

= Jw2sin2 wt + w? cos? wt + w2e~2wt

— \/Wz + w2e—2wt

=2w2 =\2w
=0

dr

dt

t

d2#  d(-wsinwt T+ wcoswt] — we k)

dt? dt

N . - — 7
= —w2coswti+ —w?sin*wt J+ w?e "k

d*7

il J(=w? coswt)? + (—w? sinwt )2 + (w2e~Wt)?2
= Jw* cos? wt + w# sin? wt + wie-2wt
— \/W4 + wie—2wt

d*7 5

rrel Jwt+wt =2 w
t=0

Exercice S :
i =2xy T+ (3x — y2)] — xz3k et soit la fonction scalaire § = 4xz% — 2y2z5.
1) grad i, divw, rot i au point :

- = ad - ad - 0 _)
o grady =Vy =a¢l+£¢] +£1,bk
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grad Y = 4z* — 4yz3 + 8xz — 6y?z*
Au point (1,—1,0) : grad p =0
d/0x 2xy
o divu =Vu = (6/62) <3x —yz) = 2y — 2y — 3z*
d/0z —xz3
divu = —3z2

Aupoint (1,—-1,0) : divw = 0

i Ji k
o Totd VAU=|Z 2 2 =23+ (3 -20k
ox dy 0z
2xy 3x—y? —xz3

Au point (1,—1,0) rot 4 = k

2) div(rot @) et rot (grad V) :

d/0x 0
div(rot i ) = V(Wﬁ):(aﬂn)( 73 )
0/0z/ \3 — 2x
d

0 0
— | 3 4
0x 0 dy z 0z (3 —2x)

div(rot i) =0

| 7 7 k I
rot( grad =VA grad Y = | — — -
(grad ) grad ¥ = | 5 —
472 —4yz3 8xz — 6y?z*?

= (—12yz% + 12yz2)7 — (8z — 82)] + (0 — 0)k
rot(grad ¥) =0
3) Le Laplacien de u et le Laplacien de 1.
02 0% 0%
dx? * dy? * 0z? >

0° 0° 0% S -
= —u, i’+7uyf+—uzk = Al = —2] — 6xzk

—

u

0z2
2 02 02

:—>—> _ _ _ 3_ 2
AY=VVyY ax2¢+ay2¢+azzlp 8x —4z° —12y“z

Commentaire :
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AL =VVi=Vdivi=graddivi
d

— 77 4. —
Au = grad div u ... ... ....un vecteur

Ay =V)Vll) =V grad i = div grad P

AyY = div grad  ..........un scalaire
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1) Systeme de coordonnées :

Il existe une infinitécde systemes de coordonnées, cependant la physique ne dépend
pas du systéme utilisé qui reste un outil de représentation de la réalité. Le choix du
systeme de coordonnées dépendra du type de mouvement du point mobile. Dans le cas
d’un mouvement rectiligne il est évident que le systéme de coordonnées cartésiennes
est le mieux adapté. Ce ne sera plus le cas pour des mouvement curvilignes pour
lesquels le systéme de coordonnées polaires ou cylindriques sera le plus souvent
utilisé.

1.1) Systeme de coordonnées cartésiennes :

On associe a I’espace un repére (OXYZ) dont les vecteurs unitaires sont Z, , k.

Soit un point M qui appartient & cet espace. Dans le systtme de coordonnées

cartésiennes, un point M est définit par le vecteur OM = xT + yj + zk.

Soit m le point de projection du point M dans le plan (Oxy), comme cela est illustré

sur la figure III.1 VA

Alors : OM = Om + mM oy

bt

Et:mM=2zk > ,/y >

X
Figure III.1 : Coordonnées cartésiennes d’un point

Si on fait subir & OM une petite variation d(OM )dans le temps , on obtient alors le

déplacement élémentaire dl

dl=d(OM) =dxi+dyj+dzk......... (49)
1.2) Systeme de coordonnées polaires :
Le systéme de coordonnées polaires est un systéme a deux dimensions (p, 0)

Soit le point M qui s’écrit dans le systéme de coordonnées cartésiennes M (x, y).
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OM = xi+yjJ
Y{‘
. . M
On définit la distance : OM = p yl ;
Et I’angle : xOM = 6 P/
Alors : 71 Ao
pP=x*+y?=p=Jx2+y? ;X X

tanf =2 = 6 = tan™? (X)
X X

Figure III.2 : Coordonnées polaires d’un point

Les relations de transformation du systéme polaire vers le systéme cartésien sont

facilement obtenues a partir des relations trigonométriques :

0 =
€os {x =p cos B

sin 6 = y=psinb

VIKD IR

Les vecteurs unitaires Uy etUg :

—_ . . . by 4 2
U, représente le premier vecteur unitaire dans le syst¢éme de coordonnées polaires. On
peut vérifier son expression dans le repere (Oxy).

Up = Upx + Upy

Upe T+ Uy T

D’autre part : X

U U
cosf = 22 = px=>pr=c059

U, 1 o

U U Figure I11.3 : Vecteurs unitaires dans le
sinf = % — % = U,, =sinb systéme de coordonnées polaires

p
D’ou:
Uy=cosOT+sinBj . .................... (50)
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Le deuxiéme vecteur unitaire est : Ug.

Up = Ugy + l_j@y = Uy = Uy (=1) + UgyJ

Ug Ug

cos = X =—2= Uy, =cosb
Ug 1

. U U .

sinf=-2%=-22 =y, =sind
Ug 1

D’ou:

Ug = —SinOT+CoSOT ooovveeeiiieeiiiiieiiii, (51)

Vecteur position OM :

Les relations de transformations nous permettent d’écrire le vecteur position OM.
OM =xI+y] = OM = p cosOT+ p sin6j
= OM = p (cos 0T+ sinb))

Déplacement élémentaire d OM :

On appelle déplacement élémentaire la dérivée « par rapport au temps » du vecteur
position OM.

— — — —

OM = pU, = d OM =dp.U, + p.dU,
—_— — dﬁp
Car on ne sait dériver U;, que par rapport a 6.

dl_fp d(cos 01+ sin@J) dﬁp
= =

= —sinfi+cosbj

dae de de
aw, _ 5
o = Ug oo (53)
Finalement :
dOM =dp.U,+ p.dB.Ug.....c.ccoevraa.. (54)

1.3) Systeme de coordonnées cylindriques :
Soit le point M(x,y, z) dans le systtme de coordonnées cartésiennes ; le méme point
M est défini par M(p, 6, z) en coordonnées cylindriques.

Soit :
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e m la projection de M dans le plan (Oxy) et p = Om.

e A4 la projection de m sur (Ox) et O4= x.

AZ
C
¢ B la projection de m sur (Oy) et soit OB= y. e TR
e C la projection de M sur (OZ) et OC=z. N 7,
i A E T
: k - Up
Ainsi : g B -
insi : R AN — >
. o I Y
0OAm = OBm =0CM = 2 { p\ | !
AL i X Ug
_______ . m
X Up

Figure I11.4 : Coordonnées
cylindriques d’un point

Posons : 8§ = AOm

Pour une meilleure visualisation, on considéere les triangles (O4m) et (OBm)

(0] o B
I%’\ \J
p 0
A m m
Figure IIL.5 : Visualisation des triangles (OAm) et (OBm)
en coordonnées cylindriques

OB=Am=y = p?= x?+ y?

OA=mB =x
o
oC =z

e tanf=2 = 9=tan‘1(z)
X X

e 7=7Z

{cosezx/p:xzp cos 6
sinf=y/p=>y=psiné

Sachant que z est constant, les équations de transformation du systéme cylindrique au

systéme cartésien s’écrivent :
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X =pcosf
y=psing ... (56)
zZ=2z

Vecteurs unitaires Uy, Ug et U,:

Dans le systéme de coordonnées cylindriques, on compte trois vecteurs unitaires :

Uy, Uy, U,. Les expressions des deux premiers sont obtenues de la méme manicre que
4 . ] N\ . . . . fcd fcd

pour les coordonnees polaires, c'est-a-dire en faisant les projections de U, et Uy sur les

deux axes (Ox) et (OY). Par ailleurs, le vecteur unitaire U, n’est autre que le vecteur

R
unitaire k. Ainsi on a;

, =C0SOT+SINO] oo (57)
Upg = —SinOT4 COSOT wovenanaaaneeaen (58)
U, =K e (59)

Vecteur position OM :

Le vecteur position OM s’écrit en coordonnées cartésiennes OM = xT + yj + zk

Remplagons x, y et z par leurs expressions déterminées données ci-dessus dans (56).

Alors: OM = p (cos 0T+ sin6)) + zk

Avec: OM = Om + mM

Om= p(cosOT+ sinfj) = p l_fp

mM = zk = z U,

Finalement : OM = p U;, + z (72 ................................ (60)

Déplacement élémentaire d OM :

OM = pU,+ zU,=dOM =d(pU, + zU,)
= d(p l_fp)+d(zl_fz)
= p.dU, +dp.U, +z.dU, + dz.U,

—

dl_j — —
= p.d—ep dé +dp.U,+dp.U, + dz.U,

Sachant que : dUZ =0 et que : % = 179
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On obtient :
dOM =dpU,+pdf Ug+dzU,.......... 61)

1.4) Systeme de coordonnées sphériques :
Soit le point M (x, y, z) dans le systéme de coordonnées cartésiennes, le méme point M

est défini par M(r, 6, ¢) en coordonnées sphériques.

Posons : OM =r et soit: AZ
e m la projection de M dans le plan (Oxy) \ i
et p = Om. e
e 4 la projection de m sur (Ox) et OA= x. |7

k A i
e B la projection de m sur (Oy) et OB=y. 0 B
e C la projection de M sur (OZ) et OC=z. l J / Y

P\ | 3
AL |~ Ug
m

Figure I11.6 : Coordonnées sphériques
d’un point
T

Ainsi: OAm = OBm =0CM = 3

Posons : 8 = AOm et reprenons les triangles (OAm) et (OBm).
0 0] B
6 p

A m

m

Figure II1.7 : Visualisation des triangles (OAm) et (OBm) en

coordonnées sphériques
Alors :

OB=Am =y

OA=mB =x
[ )
OC=Mm=z

{cose =x/p =>x=pcosH
sin =y/p=>y=psinf
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On précise que p = Om = CM n’est pas constant, on doit alors considérer un autre

parametre variant qui est I’angle ¢ afin de déterminer 1I’expression de p.

C P M

¢

o}
Figure II1.8 : Visualisation du
triangle (OCM) en coordonnées

Dans le triangle (OCM) :
{sincp = 'D/r Sp=7SiNP........(a)
cosp=2/r=>2=1rcosP ........(b)

En remplagant (a) dans (62), on obtient deux autres équations qui vont constituer avec
I’équation (b) les équations de transformation du systeme sphérique au systéme

cartésien:

X =71 sing cosf
y=rsing sinf ........................... (63)
Z=1cos¢

Vecteurs unitaires Uy, Uget U,:

Dans le systéme de coordonnées sphériques, le point M est défini par (7,60, @) ; ceci
permet d’identifier les trois vecteurs unitaires : l_J)T, l_fg, l7¢. L’expression de l_fr est
obtenue directement a partir du systéme d’équations (63). En projetant I79 sur les axes
(OX) et (OY), on constate que le vecteur I79 conservera la méme expression que
précédemment. Cependant l_j¢ est défini comme étant la dérivée du vecteur l_jr par
rapport a ’angle ¢.

Ainsi :

U, = sing cosOi+sing sin6j+ cosdpk ........ (64)

Ug = —SiNOT4COSOT wovveeeeimieieeieeeeeeeeeeieii, (65)
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7 _dﬁr _d(sinqb cosOT+sing sinfj+ cos¢ E)
v de d¢p

I7¢ = cos¢p cosOT+ cos¢p sinfj— sing Keveooonn, (66)

Vecteur position OM :

—

OM = |[oM||U = OM = r T,

OM=r (sing cosOT+ sing sin@]+ cos qu) .............. (67)

Déplacement élémentaire d OM :

Le déplacement élémentaire représente la variation du vecteur position au, donc sa
dérivée par rapport au temps.

OM = rl_fr = dOM = d(rl_fr) =r.dl7r+ l_J)r.dr

du,=7?

U, = sing cosOT+sing sin6j+ cos pk

l_fr dépend de deux variables 6 et ¢. La dérivée totale de l_jr est la somme de deux
dérivées partielles. La premiére par rapport a 6 (en considérant ¢ constant) et la
deuxieéme par rapport a ¢p en considérant  constant.

oU, aU,

38 9+ 3

. 9U. 90 09U, d¢
dU, = — — + — —
Ur =3¢ ot " a¢ o

U, =

QU

dé

= [sing(—sin0) T+ sin ¢ cos 0 j]dO + [ceq’) cos 0 1+ cos ¢ sin 0] — sin q[)gde

v_)
=U¢

= sinp(—sin@ T+ cos0)) do + I7¢ do
G J
Y —
=U,
dU,= sing Uy dO + U, dO
Finalement :

dOM = dr U, + 71 sing d8 Ug + r dp Uy.....(68)
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2) Cinématique d’un point matériel :

La cinématique est une branche de la mécanique qui s’intéresse a la description du
mouvement d’un corps mobile sans considérer les causes et les forces qui en sont
responsable.

La plupart des corps dans la nature sont en mouvement a différentes échelles : les
voitures, les oiseaux, les planétes et les étoiles, les électrons...et on peut citer plusieurs
types de mouvement :

-Mouvement de translation : exemple de mouvement d’une voiture sur une route.
-Mouvement de rotation : exemple du pendule autour d’un axe.

-Mouvement de vibration : exemple d’oscillation d’un systéme (masse+ ressort).
-Mouvement hélicoidal : exemple d’une vis qu’on enfonce dans du bois.

Point matériel :

Afin de simplifier I’é¢tude d’un corps mobile, on assimile ce dernier a un point matériel
ou une masse ponctuelle de masse M et de volume V nul. Ceci veut dire qu’un point
matériel posséde une masse mais que ses dimensions géométriques sont trés petites
devant les distances caractéristiques du mouvement étudié¢. Généralement, on réduit le
corps a son centre de gravité.

Par ailleurs, dans 1’é¢tude du mouvement d’un mobile M, la notion du temps est trés

importante, en I’occurrence la description se fait & un instant ¢ donné. La notion de

I’espace est aussi importante que celle du temps et la position OM doit étre déterminée
dans un repere d’origine O. Selon le besoin et la faisabilité, I’un des systémes de
coordonnées (cartésiennes, polaires, sphériques...) est utilis¢é pour 1’étude. Ainsi, le
mouvement est dépendant du référentiel.

Référentiel :

Le mouvement d’un point est un concept relatif. En d’autres termes, on ne peut dire
qu’un corps est « en mouvement » (ou « au repos ») que si I’on précise par rapport a
quel repére. Pour connaitre la position d’un point mobile par rapport a ce repere et
I’instant correspondant a cette position, on doit définir un repére muni d’un

chronometre (repere spatial + repére temporel) qu’on nomme référentiel.
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Cinématique

Equation horaire :

L’évolution des coordonnées de position d’un point mobile au cours du temps définie

I’équation horaire.

by
Notion de la trajectoire :
La trajectoire est I’ensemble Y7 p(ts)
géométrique des positions successives )
it
occupées par le mobile au cours du  Y?
r r . t
temps par rapport au référentiel vy, btz
choisi. >
X
X7 X2 X3
o Figure II1.9 : La trajectoire d’un mobile
Ainsi :

L’équation de la trajectoire y = f(x) illustrée sur la figure ci-contre (II1.9) vérifie tous

les points qu’occupe le mobile et s’obtient en supprimant la variable « temps » des

€quations horaires.

Application :

Donner 1’équation de la trajectoire d’un corps se déplacant dans un repére

(0,1,7)suivant les équations :

{x(t) =t+1
y(t) =t? + 2t

Réponse :

Nous devons construire 1’équation y = f(x)

x=t+l=>t=x-1
Sy=x—-12?+2x-1)
=y=x-1

C’est I’équation d’une parabole.

Afin de représenter la courbe, on se sert de

ce petit tableau qui regroupe quelques points

d’abscisses x et leurs images y

x[o]-1]1]2]2
y|-1]0o]o]3]-3

NIZ ;

Figure I11.10 : Représentation de la
parabole de la trajectoire
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Translation des solides :

Lorsqu’un solide est en translation :
v" Chaque ligne de ce solide se déplace parallélement a sa position initiale au
cours du temps.
v Tous les points du solide en translation ont des trajectoires identiques.
v" Tous les points du solide ont la méme vitesse.
v Tous les points du solide ont la méme accélération.
2.1) Mouvement de translation rectiligne :
Soit un corps solide qui se déplace sur un axe (ox). On appellera :
X, : La distance initiale a I’instant ¢,
x, : La distance a I’instant t;
x, : La distance a I’instant t,
At : La différence de temps entre deux instants.

Ax : La différence de distance entre deux points.

\ 4

v

A

v

Ax
At

Figure I11.11 : Positions du solide en translation

a) Vecteur vitesse :

La vitesse est une caractéristique du mouvement qui traduit la variation de la position
par rapport au temps. La vitesse est une entité vectorielle puisque le mouvement d’un
point se caractérise par un module, une direction et un sens. On distingue deux
vitesses, une vitesse moyenne et une vitesse instantanée.

e Vitesse moyenne :

La vitesse moyenne notée ¥y,,, est la variation de la distance totale par rapport au
temps €coulé. Cette vitesse moyenne ne prend en considération que les points de
départ et d’arrivée.

Supposons qu’un corps mobile se déplace de M, a M, entre les instants t, et t, . Sa
vitesse moyenne Up,,,, entre t; et t, est :
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v = = v = R 69
moy ty— tq moy At At ( )
Application :

Sur un trongon d’autoroute parfaitement rectiligne, un véhicule parcourt 15km en 4

minutes et 10 secondes. Déterminer la vitesse moyenne de ce véhicule.

. 15.103
Réponse : Vmoy = Geoyito — 60 Km/h

e Vitesse instantanée :
La vitesse instantanée notée U, est la limite de la vitesse moyenne lorsque la

différence de temps tend vers zéro donc infiniment petite.

te— Pt +At

v

© M M,

Figure I11.12 : Différence de temps infinitésimale

. L . . MM, MO+ 0M,
Vinst = Alg)r}) Umoy = Vinst = Alg)r}) At = Aly_)r}) At
. I OM, — OM,
= Vi = lim ———
inst = M At

Pour une durée ¢lémentaire du temps At (trés petite) la variation de la position est tres

petite aussi.

OM(t + At) — OM(t)

- .
Vinop = lim
mst = A0 At
R . AOM doM
d ou: Viner = M —— = ——— e, 70
inst At—>0 At dt ( )

Puisque le vecteur Uy, est la dérivée du vecteur position par rapport au temps, il en
résulte que le vecteur Uy, est tangent a la trajectoire a chaque instant. Ainsi le sens de
-

Vinst st le sens du mouvement.

b) Vecteur accélération :

L’accélération traduit les variations de la vitesse (ralentissement ou augmentation).
e L’accélération moyenne :
L’accélération moyenne d,,,, entre les instants t, et t, est le rapport entre la

différence des deux vitesses v, — 5 et la durée de temps t, — t;.
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()t = 2=
Hmoy t,— t; At
N ty _ Avy > Avy - Av,
(Gmoy), = 5o T T+ K, (71)

e Accélération instantanée :
L’accélération instantanée d;,., est la limite de 1’accélération moyenne lorsque
I’intervalle de temps est tres petit et At tend vers zéro.

v(t + At) — v(t)

- .

Ainst = Al%r_)r}) At
L, AUy
Ainst = dt

R dv, , dv, , dv, -
Ainst = L+ +
mst T dt at 77 de

(g = %x
!a" dt
. _ vy
Onpose: {a, = ”
— vz
Z7 dt

Et on obtient : |@inse) = Va2 +a,2+a,? . (72)

2.2) Exemples de quelques mouvements rectilignes :
a) Le mouvement rectiligne uniforme :
C’est le mouvement le plus simple. Dans ce mouvement la trajectoire est une droite

suivant un axe (Ox par exemple), la vitesse est constante et 1’accélération est nulle.

dx
v=—o>dx =vdt
dt

= f;dx = vftf)dt
=>x—x9=v(t—ty)
=>x =v(t —ty) + x,
Il s’agit de 1’équation horaire du mouvement rectiligne uniforme.

Allure typique des graphes : Lors d’un mouvement rectiligne uniforme, les graphes de

la position, la vitesse et 1’accélération sont typiquement comme suit :



Mécanique du pon

x = vt + x,

"t ot ot
Figure I11.13 : Graphes de la position, de la vitesse et de I’accélération dans un

mouvement rectiligne uniforme

b) Mouvement rectiligne uniformément variable :

Dans ce mouvement la trajectoire est une droite et 1’accélération est constante.

dv
a=—>=dv =adt
dt

v t
:fvodvzaftodt
>v—1vy=a(t—ty)
:v:a(t_to)‘l'vo

I1 s’agit de 1’équation horaire de la vitesse.

Pour 1’équation horaire de la position, il faut utiliser la différentielle.

dx
v=—odx =vdt
dt

= dx = (at + v,) dt
= f;; dx = fti)(at+v0) dt
“dx=["atdt+ [ vyd
= [, dx=J atdt+ [ wvedt

> x—xg = %a(t —to)? v(t — ty)

>x = %a(t —to)2 v(t — ty) + x,

Remarque :

-

d.v > 0 - alors le mouvement est dit accéléré.

d. v < 0 - alors le mouvement est dit retardé ou ralenti.
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Allure typique des graphes :

A 1
x x=;at2vt+x0

v=at+v,

a = constante

>+ >+ > t
Figure I11.14 : Graphes de la position, de la vitesse et de I’accélération dans un
mouvement uniformément variable

¢) Mouvement rectiligne sinusoidal :

C’est un mouvement dont la trajectoire d’un point M est un segment de droite et dont

le vecteur position est OM = x T, tel que :

x(t) =xycos(Wt+P) oo, (73)

XA

XM
Xy est I’amplitude maximale /\ A
w est la pulsation. >

X /
wt + 1 est angle de phase *o \ Tj/aﬂ/,,,
xy

Figure II1.15 : Evolution de la position dans

un mouvement sinusoidal

e [’angle de phase appelé aussi phase du mouvement est un angle qui précise la
position du point M.

e L’équation x(t) est appelée 1’équation horaire du mouvement, elle posséde une
allure sinusoidale.

e cos(wt + ) varie entre -1 et +1, par conséquent, M oscille au cours du temps
entre les positions —x;, et +x,,.

e Latrajectoire est donc un segment de droite de longueur 2x,,.

" o~

v

M(t)
|

XM

o +xy

Figure II1.16 : Segment de la trajectoire dans un mouvement sinusoidal
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Périodicité du mouvement sinusoidale :

La fonction cosinus est une fonction périodique de période 2w ; ceci implique que le
mouvement sinusoidal est périodique. Il se reproduit identique a lui-méme aprés une
période T seconde. La relation entre la période T et la pulsation w est donnée par la

formule :

L’équation différentielle du mouvement :

Commencons par déterminer I’équation de la vitesse et celle de 1’accélération.

dx d (xy cos(wt + 1))
vV=—o2vp=
dt dt
= v =—xyw sin(wt + )
a = ﬂ g = d(—xpyw sin(wt+)))
dt dt
= a = —xyw? cos(wt + P)
=>a=—-w?x(t)
a=—-w’x
Nous avons : et = ¥+w?x=0
a= X

C’est 1’équation différentielle qui régit le mouvement, dont la résolution donne
exactement : x(t) = x,, cos(wt + )
Application :
Trouver 1’équation du mouvement d’un point matériel accroché a I’extrémité libre
d’un ressort de constante de raideur K, sur un plan horizontal. Le mouvement
s’effectue sans frottement autour de sa position d’équilibre 0. On donne les conditions
initiales suivantes :

a:t=0;x=aetv=0.

Solution :
Le point matériel décrit un mouvement oscillant autour de sa position d’équilibre O,

d’amplitude maximale a, ¢’est un mouvement périodique d’équation :
x(t) = x cos(wt + )
Recherche de x,, etde Y :

a:t=0 :x(0) =xycosy = x(0) =acosy
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= x(0) =a
a:t=0:v(0) = —xyw siny = v(0) = —xyw siny =0

= siny =0

=Y =0
D’ou I’équation du mouvement : x(t) = a cos(wt)
Ou alors : x(t) = acos (2?11 t)
2.3) Mouvement curviligne :
Dans ce type de mouvement la position du point M est repérée par ’abscisse
curviligne S qui constitue un arc noté : S = S(t) = MyM
Ainsi par définition :

La vitesse v(t) du point M appelée vitesse curviligne est donnée par :

_ds(D)
v(t) = e T PP (75)
AZ
My (t = 0)
—
Mo(t = 0) ket M(t)
s : 5 >
/\ ! \ !
o) M (1)
X

Figure I11.17 : Mouvement curviligne d’un mobile

Notons que v(t) est tangente a la trajectoire a chaque instant. Sous une forme

vectorielle, la vitesse s’écrira :
BE) = V(@) Upeeeeeeeeeeeeeee, (76)
Ou v(t) est le module de la vitesse et FT) est un vecteur unitaire tangentiel tel que :
Uy =cosOT+sin6]
6 I’angle qui définit I’arc S.

En dérivant la vitesse, on retrouve I’expression de I’accélération a(t).



Mécanique du pon

dv

t) = —

a®) = 2
. dv ., dU_T)
a(t) = 7 Ur+ vor

Puisque U_T) dépend de 8 qui, lui-méme, dépend de ¢, alors on procedera comme suit :

dU; _dU; do
dt  de " dt

Avec:S=60R =0 = % (R est le rayon de courbure de la trajectoire du mouvement)
dé dS 1
>—=——
dt dt R
do 1
>—=v —
at R

Par ailleurs :

dUy, _d(cos8 T+ sin0]) s dUy,

= —sinf 1+ cosO7j

de de de
On appelle :
Uy = —sin 6 T+ cos 6, un vecteur perpendiculaire & Uy.. (Voir figure I11.18)
D’apres les résultats précédents on trouve : % = % Uy
— 2
Enfin : Q)= ZUr+ S Uy (77)

d . r1z . , .
o d—: est la composante tangentielle de 1’accélération notée a; tandis que la composante

2
. . « o, v
normale qui est toujours dirigée vers le centre de la courbure est ay = -

e Les deux vecteurs perpendiculaires Uy et Uy constituent les vecteurs unitaires de la
base locale intrinseque. Le repére correspondant a cette base est appelé : repere de

Frenet.

Qe

Figure I11.18 : Vecteurs unitaires de la base intrinséque de Frenet
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D'apres la valeur et la direction de la vitesse Vy du point M et de ’accélération
tangentielle ar , trois différents cas décrivant la nature du mouvement peuvent se

présenter : un mouvement accéléré, retardé ou uniforme. L’accélération normale ay

2
. , v .
orientée vers le centre de la courbure, conservera son module = quelque soit la nature

du mouvement.

Se
Qo

Mouvement accéléré. Mouvement retardé (ralenti) | Mouvement uniforme.

Figure II1.19 : Les différents cas du mouvement curviligne

Application : un point matériel est mobile dans le plan (OXY) tels que les équations

x(t) = 3sin(wt + 2)
y(t) = 3 cos(wt + 2)

horaires de sa position sont : {
ou w est une constante.
1) Trouver I’équation de la trajectoire.
2) Déterminer les composantes des vecteurs vitesse et accélération.
3) Calculer les accélérations tangentielle et normale. Quelle est la nature du
mouvement.
Réponse :
1) L’équation de la trajectoire.
On utilise les équations horaires données pour former une relation entre x et y
indépendante de t.
x = 3sin(wt + 2) = x? = 9sin?(wt + 2)
y = 3sin(wt + 2) = y? = 9 cos?(wt + 2)
= x2 +y? = 9sin?(wt + 2) + 9 cos?(wt + 2)
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= x2 + y? = 9[sin*(wt + 2) + cos?*(wt + 2)]
= x2 +y? =9
La trajectoire est un cercle de centre O et de rayon R = v/9

2) Les composantes des vecteurs vitesse et accélération.

dx

Uy == 3wcos(wt + 2)
d

v, = d_}t/ = -3 wsin(wt + 2)
dv

a, = dtx = -3 w?sin(wt + 2)
dv

a, = d_ty = -3 w? cos(wt + 2)

3) Les accélérations tangentielle et normale :

v = /vxz +tvis>v= \/[3 w cos(wt + 2)]? + [-3 w sin(wt + 2)]?

vV=4/9w?% =3 w

dv d(3w) _

ar=—=—=—=0
v?  9w? X
v =R =3 T

arest nulle, ce qui veut dire que le mouvement est circulaire uniforme et
I’accélération total a est une accélération normale appelée aussi centripete.

2.4) Mouvement circulaire :

Le mouvement circulaire appelé¢ aussi le mouvement de rotation posseéde une
trajectoire circulaire (un cercle complet ou une portion d’un cercle). La rotation du
point matériel est définie par sa vitesse angulaire w qui peut étre une vitesse moyenne
ou une vitesse instantanée.

2.4.1) Vitesse angulaire w :

La vitesse angulaire moyenne est donnée par :

AB 0-0
wmoy = E = e (78)

Avec 0, I’angle initial du point matériel a I’instant ¢, et  I’angle balayé¢ a 1’instant ¢.
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La vitesse angulaire instantanée est donnée par :
Winse = lim w
inst Atp Moy

de

Winst = o, = O e, (79)

Ou: 0 est I’angle de rotation et 6, est I’angle déja parcouru a t=0.

La vitesse angulaire se mesure en radian par seconde (rad/s).

2.4.2) Accélération angulaire w:

L’accélération traduit la variation de la vitesse : augmentation ou diminution. Deux
accélérations sont cit€es. La premiére, appel€e accélération moyenne wyy,, s’obtiendra
par la différence de vitesse par rapport au temps. La seconde est dite instantanée @,
et se calcule a un instant t, c'est-a-dire lorsque la variation de temps sera trés proche de

zéro At - 0.

Aw w—-wo

oy = 52 = 572 (80)
et

. . . dw o

winst = Aléglowmoy = E = 9 ................ (81)

2.4.3) Vitesse linéaire d’un point dans son mouvement de rotation :

Soit un point matériel A qui effectue un mouvement circulaire. Le centre de la
trajectoire étant O et le rayon de courbure étant R. Le point A se déplace avec une
vitesse linéaire v, . v, est tangente en A a la circonférence du cercle ce qui explique
qu’en tout point de la trajectoire : v, L R.

De plus, la vitesse linéaire v, est liée a la vitesse angulaire w par: v, = w R

Figure I11.20 : Vitesse lin€aire dans un mouvement circulaire

2.4.4) Mouvement de rotation uniforme :
C’est un mouvement de rotation dont la vitesse angulaire est constante (w = § = cst)

et ’accélération angulaire est nulle. et que (6 = 0).
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Ona:

do 0 t
w=— = dezjwdt
dt 9 .

0
= 9_90 = C()(t - to)
Si on prend origine des temps t, = 0, I’équation horaire de la position curviligne
s’écrit alors :
Ot) =Wt +Opueveeiniiiiiiiiiiiiiiii, (82)
2.4.5) Mouvement de rotation uniformément variable :
Dans ce type de mouvement la vitesse angulaire est variable et I’accélération est
constante (& = 6 = cst).
dw t w
w=—= | wdt= j dw
dt to 0y
= o(t—ty)) = w— w,

En prenant I’origine des temps t, = 0, I’équation horaire de la vitesse se simplifie a :

W) = Wt+ Wgeeeveeeiiiiiiiii i, (83)
D’autre part :
de
w=— = dfé =wdt
dt
6 t
= | df = f w dt
) to
0 t
= do = | (ot'+ wy) dt’
) to

6 t t
= d9=j wt' dt’ +f w, dt’
t

0o 0 to

1
- 9_90 = E(;) (tz - toz) + (l)o(t - to)
En prenant 1’origine des temps t, = 0, I’équation horaire de la position curviligne
s’écrit :

a(t) = %a’)tz F Wot A By, (84)
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Formule utile :
A partir des relations de la vitesse angulaire (83) et de la position curviligne (84), on
forme une relation indépendante du temps, liant la position curviligne a la vitesse et

I’accélération.

w— Wy

()

w=wttw, =>t=
9=%d)t2+a)0t+90

En remplagant I’expression de t dans 1’équation de la position curviligne 6, on

obtient :
1 . (l)_ (1)0 2 - 0
9‘5“’( - )+ ( )+ 60
1 w? — 20wy + wy? WoW — Wy?
=>9—90=—w< .20 O) (O . O>+90
w w
w? — wy?
>60-—-6,=
0 2 @2
Finalement :

3) Appendice :

Simplification des équations de mouvement par le choix de coordonnées :

Les lois de la physique ne dépendent pas du systetme de coordonnées utilis¢. Ce
dernier reste un moyen pour simplifier les calculs, d’ou la nécessité de choisir un base
de coordonnées qui représente le probleme étudié¢ et simplifie les équations du
mouvement.

Pour un mouvement rectiligne, il est évident que le systétme de coordonnées
cartésiennes est le plus adapté. Cependant, pour les mouvements curvilignes les
systémes de coordonnées polaires ou cylindriques sont les plus fréquemment utilisés.
3.1) Mouvement dans la base cartésienne :

Soit un point matériel M(x,y, z) qui se meut dans un repere (O, x, y, z) muni des
vecteurs unitaires 7, J, k.On a alors :
a) Vecteur position : OM = xT+ y ] + zk.

b) Vecteur vitesse :
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f=——=—I+—j+—k =21 2k

ST = T Uy + Uy Keooriiionn e o(86)
c) Vecteur accélération :
L, dv dvx_,_l_dvy _,_I_dvzz . d)'c_,_l_djz_)_l_dz'ﬁ

= =
Tw T Tac T ) T N T TR

Sd=%T+yj+2k

Sd=a,l+a,j+ Ay Ko, (87)
3.2) Mouvement dans la base polaire :
Le systeme de coordonnées polaires est un systeme a deux dimensions. Le point M est
repéré par la distance a I’origine p et I'angle 8 .
a) Vecteur position :
oW = U,
b) Vecteur vitesse v:

d OM , dU, do

U= % ——=v=dp.U,+ p.— .=

D’ou : v=p ﬁp +p0Ug...iioieieie . (88)
¢) Vecteur accélération d:
d20M
Hi2
D’ou : & = — pBZY U . cononerersississimsissssnnsii89)

-
a=

3.3) Mouvement dans la base cylindrique :
a) Vecteur position :
oM = pl_fp + zﬁz

b) Vecteur vitesse U:

,_doM _ . _ = dU, +dz_,+ dU,
= —— = . —_— —_ —_—
v dt v P-Cot Pat T dt Ve arr

—

- o o dU
= vV = pUp-i-p?

]
&1
bt

ol

Or:

82

sl
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p dU
- — p _ —
%_%ﬁ d9 sinf@t+cosfj= Ug
t de dt
AU, .=
Finalement :

d) Vecteur accélération a:

. dv d,. - . - =
d= E=a(pUP+ p0 Uy + 2U,)

7 . (dU au
=pU,+p (d—e".E)+p0U9+p9U9+p9(d99.dt)+zu

=pU, + p (Up.0 ) + p8 Uy + pGUq + p6(~U,.0 ) + 7 U,

D’ou : da=(p—p02)U,+ (206 +p8)Uy + 2 U,

3.4) Mouvement dans la base sphérique :

a) Vecteur position :

OM = rU,

Avec: U, =sing cosOT+sing sin0j+ rcos pk
b) Vecteur vitesse v:

_doM _d (rT,)

v dt  dt
ﬁzrdl_jr+l_]) dr
dt " dt
ﬁzrdl_jr+7"l_])
dt "
dU,=?

U, = sing cosOi+sing sin6j+rcos pk

dU, dU, do dU, d¢
dt do dt d¢ dt

= [—sing sin 6 T+ sin ¢ cos 6 J]d6 + [cecl) cosO 1+ cos ¢ sinf j— sin @]d(p

V_)

:U¢
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= sing (< sin 6 T+ cos 0]) db + l7¢ do

Y S

=U,
v, . - .
Tl Osing Ug + dpUy
Finalement : B=7U. +70sing Uy +7¢ l_f¢, .......................... (92)

¢) Vecteur accélération a:

dﬁ_d(f”ﬁr+résin¢l79 +rq,">l7¢)

AT dt
d(f‘ﬁr) d(résimpﬁg) d(rcﬁﬁ(p)
= + +
dt dt dt
d@) . dU) - d) = d(@) .. d(sing)
= U,+r it +95m¢U9W+rsm¢U9 it +T9UQT
( e) = d(r) (¢) d (Up)
+r93mq5 ¢U¢d—+ U¢ dt qu

= #U, + 7(@sing Uy + ¢ Uy ) + 6 sing Ugi- + 7 fsing Uy + 18 ¢ cos ¢ Uy +
résinqb(—ésinqbl_fr—écosqbl_f(p)+q'57"l_f¢,+ rqb'l_fd)—rcﬁzl_fr
= (# — r 62 sing? —rq")z)ﬁr + (7 Osing + 70 sing + r Osing + 10 ¢ cos ¢) Uy
+ (7 — 62 sing cosp +7 ¢ + ¢ Uy
d = (¥ —r 6% sing? —r(bz)l_fr + (270 sing + r Osing + 18 ¢ cos ¢p) Uy +
(ré¢ —r8? sing cosqb+27'”q5)l_f¢ PSPPSRI (X )

Exercices
Exercice 1 :
Dans un systétme des coordonnées cartésiennes le point M est repéré par ses
coordonnées (x, y).

1) Ecrire x et y en fonction des coordonnées polaires p et 6.
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2) Trouver I’expression de i, (vecteur unitaire dans le systéme des coordonnées
7o)

polaires) en fonction de T et J (vecteurs unitaires dans le systéme de coordonnées

cartésiennes).

du ,
3) Calculer d—;. Que représente ce vecteur ?
4) Ecrire 7 et J en fonction de i, et .

—
5) Si M se trouve a la position donnée par : {gM =t°u,
= wt

Donner I’expression du vecteur vitesse ¥ en coordonnées polaires.

Exercice 2 :
On se propose d’étudier le mouvement d’un point matériel M dans le systeme des

coordonnées polaires. Le point mobile décrit une trajectoire suivant la loi : 7 = r,e?

. . ae
avec une vitesse angulaire constante w = Pt

1) Déterminer, dans le systéme des coordonnées polaires, la vitesse et I’accélération de
M ainsi que leurs normes.

2) Déterminer la vitesse et I’accélération de M ainsi que leurs normes, dans le systéme
des coordonnées intrinseques (Frenet).

3) Trouver I’expression du rayon de courbure R. Quelle est la valeur de R dans la

limite t — o ? Quelle est la signification physique de ce résultat ?

Exercice 3 : Un point est mobile dans le plan (O,x,y) muni du repére orthonormé (I, J).
A Dinstant t ses coordonnées sont : x(t) = t2 — 3 et y(t) = —t + 2.

1) Donner I’expression de la trajectoire de M.

2) Donner I’expression de la vitesse et de I’expression de 1’accélération de M. Quelle
est la nature du mouvement ?

3) Dans un repere de Frenet, déterminer la composante tangentielle de 1’accélération
puis en déduire la composante normale de I’accélération.

4) Calculer le ( sin ) tel que : a = (T, V).

5) Retrouver I’expression de la composante normale de 1’accélération a partir de

I’angle a qu’on retrouve aussi entre 1’accélération a et I’accélération ar .
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Exercice 4 : Les coordonnées d’un point mobile dans le plan (O,x,y) rapporté a un
. . . _ x = 2 cos(%)
repére orthonormé(7, ) varient avec le temps suivant : 2
{y =2 sm(%)
1) Déterminer la nature de la trajectoire.
2) Déterminer les composantes du vecteur vitesse .
3) Quelle est la relation entre la vitesse et I’abscisse curviligne S ?
En déduire I’expression de S en fonction du temps en prenant comme condition
initiale : S = O quandt = 0.
4) Déterminer les composantes normale et tangentielle de 1’accélération. En déduire le

rayon de courbure de la trajectoire.

5) La trajectoire reste la méme alors que maintenant le point M subit une accélération
. d?6
angulaire 8 = — = 0,2 ¢.
dt

e Quand est ce que le point M atteindra-t-il une vitesse de 10m/s, sachant qu’il est
parti du repos.

e Quelle distance a-t-il alors parcouru ?

Exercice 5 : Les composantes du vecteur vitesse d’'un mobile M se déplacant sur un

t
v, =
plan sont données par: v(t) { ¥4
v, =2t

ou les conditions initiales du mouvementa t = 0 sont: x, = 0 ety, = 1.
1) Déterminer 1’équation de la trajectoire.
2) Déterminer les composantes de I’accélération.
Réponses :
Exercice 1 :
1) En coordonnées polaires :

JE———

OM =p et xOM =26

X . y
cosf@ = — et sinf ==

X =p cosB
y=p siné

<V

D’ou {
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2) 1, en fonction de T et J

— —

Up = Upx + Upy
= U1+ Uy, J

Upx = cosb — S
. }:> U, =cosOt+sinb]
Upy = sin 8
au
N =7

U;, _cosOT+sinbj

a0 - a0 =—sinft+cos0Bj]=Uy

Ug = —sin@i+cosO]
4) T et j en fonction de 1, et Uy :
Puisque (7,]) et (i,,Uy) constituent deux bases directes alors on peut écrire leur

expression sous forme d’une matrice.

l J

Tip cosf sinf

Uy —sin0 cosB

Pour avoir les expressions de i, et iy on lie les lignes de la matrice construite et pour
avoir les expressions de 7 et ] on lie en colonnes, ainsi :

U=cosOU,—sinb Uy

f=sin9(7p+cost9(79

5) B =?
{O_M = t2,

0 = wt

doM  d( t%i,) di, do

D = = =2t U tz —p —_—
V=4 dt Up U\ 08 @
do  d(wt)
— = w

t dt

U =2tu, + wt? i,

Exercice 2 :

1) La vitesse et I’accélération en coordonnées polaires :
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La vitesse :
, dr
v =—
dt
F=ru, = r=re’w,
L dit d(reef) , du;
= Uv=—=—7-7T2Z7U,+15€e
dt dt dt

d(roee) aey 0
——==1r|—]e" =nrwe

dt dt
duy _ du; df

L= L — = Ug W
dt do dt

U =rywe’u; +rywe’uy

La norme de la vitesse :

|17 = \/(row e9)2 + (ryw e9)?2 = ||| = V2 ryw e’

L’accélération :

dv d
- _ 00— 00—
a=——=—\rnwe’ u, +rywe’u
dt dt( 0 rno 0)
0 - 0 -
=u, dirwe’) (row €%) + row e’ 4 + Uy —d(roa)e ) + row e’ d( up) )
dt dt dt dt
Sachant qu’en coordonnées polaires, on a :
du;  — dug — :
T — U, et —2 = —u,,onobtient :
dt dt
= row? e’ U, + ryw? e%uy + ryw? e®uy — ryw? efu;

a=2ryw?euy

La norme de 1’accélération :

dll =V QRryw?e?)2 = |ldll =2rwe
llall (2row? e9)? = |ld|l = 2 row e’

2) La vitesse et I’accélération en coordonnées intrinseques (Frenet) :

La vitesse :

Dans un mouvement curviligne, la vitesse est toujours tangente a la trajectoire donc :
vr =70 =V2rweluy

L’accélération :
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- — —
a= arur+ ayuy

_dIIfJ’II_cl(\/77‘oa)e‘9):> e T rw? 6f
= = T = 0

RURNPT dt

a’? = a;? + ay? = ay = a? — a2
d=2r,w?e’uy; = a? = 4r,°w* e?®
D’ou:

ay = /412w e? — 2r2w* e28 = ay = V2 ryw?e’

3) L’expression du rayon de courbure R:

v? v? (\/2—r0w69)2
ay=—=>R=—=R-=
R ay V2 1y w? ef
:>R=\/2_roee

Dans ce cas, le mouvement n’est pas circulaire car R dépend de 6 (donc de t).

Dans la limite t - oo ;

R=\/7roee
0 = wt = R >
t - ©

Dans ce cas le mouvement va tendre vers un mouvement rectiligne.

Exercice 3 :
1) L’expression de la trajectoire de M :

{x= t?-3
y=—-t+2>y=—-t+2
>t=2-y
=x=2-y)*-3
=>y=2+Vx+3
2) L’expression de la vitesse :
—dx—Zt
b= G T
_Ay

v, = =
Yoo dt
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Cinématique

v = \/(vx)z + (vy)z = v =,/(2t)2 + (-1)2
= v =44t +1

dv,
a, = =
_ ) dt
a =
dvy
a = — =
Yoo dt
2
a= \/(ax)z + (ay) = a =+/(2)2 + (0)2
=a=2
La nature du mouvement :
a#0 . , P
{a v>0 = le mouvement est umformement accéléré

dligll  d(Vatz +1) 4t
T = = e aT = ——
dt dt 4t2 + 1

- — —
a= arur+ ayuy

2

a’? = a;? + ay? = ay = Ja? — a;?

52 ( 4t )2
= Ay = - —
" Vatz +1

4

= W = e
4y sina = (I,V) =?
a=07) = a= ,7)
] vy 1
= sina = T aE il

. ay .
sina =—=ay =a sina
a

-1
=ay =2——
Y Va1
-2
:CLN=

Vi T 1

Y4

><V
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4
— W= ezt

Exercice 4 :

1) Déterminer la nature de la trajectoire.
— t 2 _ 2(t
x = 2cos (—) x“ =4cos (—)
2 2
y = 2 sin G) y? = 4sin? G)
En additionnant membre a membre les deux équations, on trouve :

x2+yr=14 [cos2 G) + sin? (%)] =x2+y?=4

La trajectoire tracée par le mobile est un cercle de centre O et de rayon R = V4 = 2

2) Déterminer les composantes du vecteur vitesse .

vx=%=—2% sin(%)z:»vxz—sin(g)

=g =2 eos () = vy = eos )
v=[or+ui = v= [[-sin (O] +[cos(§)]
v=1

3) La relation entre la vitesse et I’abscisse curviligne S :

v=—=vdt=dS
dt

=>S=jvdt

Puisque v =1, alors: S = [dt =S =t+c
a: t=0-5=0
donc:c=0et S=t
4) Les composantes normales et tangentielles de 1’accélération a:
d|lv||
ar = =0
T ode

a’? = a;? + ay? = ay =/ a? — a,?

a =?
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a*=a,*+a,>=a= /axz+ay2

_dv, 1 (t) , 1 Z(t)
Ay =——cos|=)=a,” =-cos >

T dt 2 2 4
dv 1/t 1 t
4y =4 =5sin(3) = @ = sin 3)
D’ou

1 5 (t) 4 1 5 (t) 1

= - - —_ —_ e = —

a 7 €0s% (5 )+ 455 a=3
On a trouvé que I’accélération tangentielle est nulle alors :

1
a,\,—a—2

L’accélération totale est purement normale (a; = 0), ce qui indique que le mouvement

est circulaire uniforme.

R =?

v? v?

aN=?=>R=a=>R=2

5)Quand v = 10m/s » t =?

On donne : 6 = ZZTZ = 0.2t

La vitesse angulaire § = w = [fdt = [02tdt = w = 0.2 [t dt
= w=0.1t*+c

a: t=0->5=0,alors:c=0

et: w =60 =0.1t>

D’un autre coté : v = w R = v = 0.2 t?

. v
=t= |—
0.2

La vitesse atteint sa valeur v = 10m/s a t =7.07s
La distance parcourue S :

S=R0O
) 0.1
9=f9dt=j0.1t2dt=>9=?t3

0 représente 1’angle balayé au cours du mouvement.
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Cinématique

Enfin :
(S=R0O

JR=2

,_ 01, =S=239m
L 3

t =707

Exercice 5 :
t

v(t) ] T
o

t
—y:>f dyzjvydt
t 1 0
y t
=>j dy’=f2tdt
1 0

=y—1=t?

_dx

X t
vx—dt=> dx=fvxdt
0

0
X t t
dx = dt
:f * _[t2+1
= [[ax=3[ oy

= [x]§ = E[ln(t2 + DI

1
= x = Eln(tz +1)

y=t*+1

X :%ln(t2 +1) =2x=lny

On obtient : {

=y=e*
La trajectoire suit une loi exponentielle.
3) Les composantes de 1’accélération:

t
dvx d (tZ + 1) 1-— tz
dt dt T (2 4+ 1)2

a, =
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dv, d(2t)
EARIFTERR TR

1 — t?
ax

a =(152+1)2
ay=2
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Mouvement relatif

Chapitre IV

Mouvement relatif
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1) Repere absolu et repére relatif:

Considérons un point M dont le mouvement décrit une trajectoire dans I’espace. Par
rapport a un certain repere, nous pouvons déterminer sa position, sa vitesse et son
accélération. Nous pouvons également choisir un autre repére en mouvement par
rapport au premier et y déterminer les mémes grandeurs (position, vitesse et
accélération). On cite I’exemple du voyageur dans un train, qui est en mouvement par

rapport a la terre et est immobile par rapport au train.
Soit un repere R(O,f,f, E) fixe par rapport a la terre. Le référentiel terrestre est

considéré galiléen lorsque la durée de 1’expérience est trés inférieure a la période de
rotation de la terre.
Soit un autre repére R'(0’, v E’) se déplagant par rapport au repére (R).
Le repére fixe (R) est appelé repére absolu.
Le repére mobile (R") est appelé repére relatif.
Ainsi :
Le mouvement du point M par rapport au repere fixe est dit : mouvement absolu.
Le mouvement du point M par rapport au repere mobile est dit : mouvement relatif.
Le mouvement du repére (R") par rapport au repére fixe (R) est dit: mouvement

d’entrainement.

=

(R)

»
»

Y

~/y

~Ji

uvement
—
d’entrar ot Ak

Mouvement gbsolu

)4

Mouvement relati J

(R
XI
Figure IV.1 : Désignation des mouvements absolu, relatif et d’entrainement par

rapport a (R) et (R")
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Exemple :

Le mouvement d’un passager se trouvant dans un autocar ; par rapport a un piéton
c’est un mouvement absolu ; et par rapport a I’autocar ¢’est un mouvement relatif.
Puisque le mouvement du point M par rapport au repere fixe et par rapport au repere
mobile n’est pas le méme, les positons, les vitesses et les accélérations se différent. Le

tableau I'V.1 englobe les lois générales des vecteurs positons, vitesses et accélérations.

Observateur Dans le repére absolu (R) de Dans le repére relatif (R’) de
vecteurs unitaires , J, k vecteurs unitaires 7, 7, K
Position 7=0M "=0M=x"i +y'j + 7%
Vitesse _, dr . dr
v, = — v =
dt "
(") 4t e
Accélération _ dv, R dzr’
aa = — a, = =
dt " 2
(®) dt (R") dt (R")

Tableau 1V.1: Les expressions de la position, la vitesse et l’accélération dans les

deux reperes absolu et relatif.

2) Grandeurs absolues :

Ce sont les grandeurs associées au point matériel M calculées dans le repére fixe (R)

R
de vecteurs unitaires 7,7, k qui sont invariants dans (R) c'est-a-dire :

a ﬂ| = =G (99)
dt (R) dt (R) dt (R)
Et certainement :
2> 2> 27 _
TN = 8K e (95)
dt (R) dt (R) dt (R)
2.1) Position :
P=OM =X+ Y]+ 2K ereorcoreeseeeeeeornnnnn(96)
2.2) Vitesse absolue :
To = T e (9T)
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2.3) Accélération absolue :

A, =—1+—]+——Kuereeeeeeieeiieeeae(98)

3) Grandeurs relatives :

Ce sont les grandeurs associées au point matériel M calculées dans le repere relatif

mobile (R’) de vecteurs unitaires t',]’, k' qui sont invariants dans (R’) c'est-a-dire :

w| _ap| _db|  _g

atl ey = at gy~ arl ey 0 e eeee(99)
Et certainement :

d%u _a%i _ d%ks R

ey Ry a gy T ae gy T 0............a(100)
3.1) Position :

r=0M=x"{+y] +2K coeeeeireeeinnn, (101)
3.2) Vitesse relative :

o= o Ayl dzloy

vy = — )tk e (102)
3.3) Accélération relative :

—  d?’xr  d?yr—o d?zr,

ar =S+ ) +——k N @ LX)

4) Relation entre les grandeurs absolues et les grandeurs relatives :

4.1) Relation entre les positions :

OM =00"+0M ...ccvvvovioieeereeeee, (104)
Ou: Xi+yj+zk = xo,_f+y0,7+zo,z+x'l7+y’7+z’7c)’
4.2) Relation entre les vitesses :
Ona:
. — — dOM doo’|  do'M
OM =00"+0'M =» ——| = +
dt dt dt
() (R) ®)
dOM d00’ d (x’i' +y'j+ Z’E’)
~ac | ac| T dt
(®) (R)

(R)
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dOM do0’ 5 (dx’ i > (dy' d j L, (dz’
LI e 4 TRLTI C4 JRVECA T
dt dt dt dt dt /g dt dt /1)
(R) R (R) (R)
dk'
+z—
dt
(R
On pose :
vjzm| XL +y'd—j L cerreene(105)
at l(g) dt (R) dt (R) dt I(R)

U, appelée vitesse d’entrainement ; ¢’est la vitesse du repére relatif mobile par rapport

g _r) d _r) d’ - d'
5= 1), T,
at /(g dt /1Ry dt

v, appelée vitesse relative est la vitesse du point M dans le repére relatif mobile.

au repere fixe.

e (106)
®

Et sachant que : U, la vitesse absolue est la vitesse du point M dans le repére fixe,

c’est-a-dire :
_ doM
V= ——
dt ®
On aura : Vg =UeF Uy eoeeeeeeeieeeieeee e, (107)

Cette relation s’appelle la loi de décomposition des vitesses.

Cas particuliers :

i. Dans le cas ou le point M est fixe dans le repére (R’) alors U, = 0, d’ou : 7, = U,.
ii. Dans le cas ou (R’) est fixe par rapport a (R)alors 7, = 0, d’ou : U, = 7.
4.3) Relation entre les accélérations :

La vitesse absolue s’écrit :

v_’=@ =>v_’=d0—0;+dm

©dt ® “dt dt

Avec :

doM _<d_’>~, +,d_7> ()7 +,<d_7> ()
dt |, \dt l(R) ¥ (dt w Nt F ™7 \at w At/ @
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Et puisque I’accélération absolue est obtenue en dérivant la vitesse absolue, a, se

calcule comme suit :

_ d*oM . d?00 d20'M
= e =
b= "qt2 %= e dt?
() (R) (R)
200’ L (& di d?x"\ (2 dx'\ (di
= — || = + ' +x = +l =) =
dt? de ) \ at de? ) *\ar de )\ at
(R) (R) (®) (R) (R)
dy’ d7 d?y"\ - , dzf’ dy' d7
+\=— | = + 'ty = + = | =
dt t dt2 )’ Y\ a2 t J\dt
(®) () (R) (®)
dz'\ (dk d?z"\ (% dz'\ [ dk
+ = | = + " tz|— = | —
dt J \ dt dt? “\ a2 t )\ dt
(®) (®) (R) (R)
d200’ " a2 e 2K d?x'\ -
_ at Y 'k .
dt? "\ Y\ a2 dt? dtz )"
(R) (R) (R) (R) (®)
<d2y’> ~ <d22’> —
+ jl + !
2 2
dt ® dt ®
, dx'\ ((di dy’ d]_") dz"\ [ dk
+2ll=—Il=]+{==]l=]+|— || —
d dt dt J\ dt dt ) \ dt
(R)
On pose :
—, a%oor , ,(a*/ , (a2’ , d%kr
a, = at2 + x (F)-I_y (dt2)+z F (108)
a, est dite accélération d’entrainement .
— d?x"\ = d?y'\ = azz'\ 7=
@ = (00 +(52) 7+ (Co) K (109)
a, est dite accélération relative.
= = 2 [(Z) (&) & (20} (L) 4 (220 (¢
ac =2 [(dt) (dt) + (dt) (dt) + (dt)(dt )] coneenen(110)
“a, est dite I’accélération de Coriolis .
Ainsi :
[ I e I s RO (111)



Mécanique du point Mouvement relatif

Cas particulier :

Dans le cas ou le point M est fixe dans le repere (R°) alors :

dxir _dy _ dz/

at ac at ac =0
5. Mouvement d’un repére (R") par rapport a un autre fixe (R):

Le mouvement de (R") par rapport & (R) peut étre soit un mouvement de translation
soit un mouvement de rotation.

5.1) Cas du mouvement de translation :

Si (R’) est en mouvement de translation (uniforme ou vari€) par rapport a (R), les
vitesses absolues et d’entrainement conserveront leurs expressions, cependant celle de
la vitesse d’entrainement change.

Dans le mouvement de translation les vecteurs 7,]_'), E') sont astreints a rester constants ;

ainsi que leurs dérivées premicres et secondes sont nulles.

av| _dji| _ dks _6:>v_,_d6€
dt (R)_ dt (R)_ dt (R)_ e at

Ainsi : v, est indépendante de M.

.. du dji dk? = —
n. — ==L = — =0 =a.,=0
dt (R) dt (R) dt (R)
... du azjyi dazkr - —, d%o0
111. > =— =— =0 =>a, =—
dat<l(r) at< (R at< I(p) dat

Danscecas: a; = a, + a,

5.2) Cas du mouvement de rotation :

On considere le cas le plus simple des mouvements de rotation ; en effet, on suppose
que le repére (R') est en mouvement de rotation par rapport a (R) autour de I’axe
perpendiculaire (OZ). Soit M un point de (R") qui tourne autour de (OZ).

M est repéré dans (R) par le vecteur position OM = 7.

La trajectoire de M est un cercle de rayon L = CM.

On note ¥ la vitesse linéaire de M,

Ainsi: ¥ LCM et L #. (voir figure IV.2)
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ZA
De plus, puisque M est dans le plan (XOY) ; D
alors ¥ est perpendiculaire au plan formé par i — L M
OM et k. D o
K
On en déduit que ¥ L k. R
0 Y

X

Figure IV.2 : (R') en rotation par
rapport a (R)

5.2.1) Vitesse angulaire ® :

Ona: sina=— =L=r sina _ .
r =S Uv=wr Ssina

Etonsaitque:v = wlL

=B A T (112)

 est un vecteur perpendiculaire au plan formé par CM et B ; donc perpendiculaire a

CM, c'est-a-dire que @ est suivant k.

O=Wk...oooi . (113)
Si on s’intéresse au mouvement du point M dans le plan (XOY), ce dernier est
curviligne d’abscisse 0 . 7a
6 > do i N
= —_— [ —
R R P -\ (t #0)
= dS =L d6 e - R
Par ailleurs : q 7 M (1=0)
ds L do e
= — = — R —m
VoA VT Tdr
v _do d)
L dt : : iy
Figure IV.3 : Evolution de la position
do . ,
=0 = — de rotation de (R')
dt
Finalement :
— ae
W=—k. .ccoccociiiiiiiiii(114)
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5.2.2) Expressions des vitesses dans un mouvement de rotation :

—_—

Sachant que dans le repére (R), le vecteur position s’écrit 7 = OM = xt+y ]+ zk ,

la vitesse absolue est :

— _df _dx>  dys  dzp

Va=_ =Lt +Ek'"'""""""""""""(115)

Et sachant que dans (R’), le vecteur position s’écrit #' = OM' =x'U'+y' J'+ Zz'k’ , la
vitesse relative est :

darr dxr—3 d dz' 7
U= = T K e (116)
dt dt dt dt

La vitesse d’entrainement v, qui s’écrit sous sa forme générale connue en fonction
des vecteurs unitaires 1, J'et k' va s’écrire dans le mouvement de rotation en fonction

de la vitesse angulaire w. En fait, les vecteurs unitaires v, Jet K ne sont pas constants
par rapport a (R) ; ils effectuent un mouvement circulaire uniforme par rapport a O,

avec une vitesse angulaire w.

__doo’ dv o dj . dk'
UV, = x — z' —
¢ dt dt Y ae dt
(R) (R) (R)
En suivant le méme raisonnement que 1’équation (112), on aura :
dt t dt

Il en résulte que :

. doo’
Ve T Tar
d00’ . . _
= +(@ Ax'V)+ (@ Ay))+ (B AZ'E)
doo0’ _ , . .
= +dA (X' +y) 42k
dt
~doo’
Codt

+x'(BA)+ Yy (BAT)+2(8 AK)

—

+ WAT’

FBAOM.ooooiieeeieeeeen(117)

La loi de décomposition des vitesses devient dans le cas de la rotation :

— aoo Y

Vg = v7+7+5/\0’M (118)
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5.2.3) Expressions des accélérations dans un mouvement de rotation :

L’accélération du point M dans le repére (R) est appelée 1’accélération absolue a,.

. _
_, d*OM dv,
a, = =
dt? dt
(R)
, . — — dW — /—)
Or, on a trouvé dans le cas de la rotation que : v, = v, + —, toA oM
En conséquence :
dzoor  dvy 17 do'M
a; = +25 1 (ZA0M) + (@A e (119)
dt? dt dt dat
L’accélération du point M dans le repére (R’) est appelée ’accélération relative a,.
— d?0'Mm d?xr 3 . d?yr 5, d?zr
a, = == /+ L7+ =
dat? dat? dat? dat?

(R")
L’accélération d’entrainement a, qui s’écrit sous sa forme générale connue en

-

' —_—
fonction des vecteurs unitaires ', J'et k' va s’écrire dans le mouvement de rotation en

fonction de la vitesse angulaire w.

_ dZOO’Jr d\ L (dy\ L dEK
a = x| —|+y|—=|+7—
€ dt? acz ) Y\ ae dt?

av

dt

Onadémontré que: —=w A 1’

Ce qui donne :

i _ (i (o dl
dez  \ dt dt

_,_dZo_o"Jr (4@ ), _,Ad7 o l(@ _,Adf
=gz T M) T\ M e )T e M) T N N ae
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d20—0”+_,/\ dl+ dy  dk’ +dw/\( T 42T
BT dt ydt dt XUAYY

2—7
=d020 + WA <xw/\t> <yw/\> < >]+d—w/\0M

dt d

d?00  _
= s+t WA DA xl+y]+zk

dt

2!
T =" +6A(& /\0M)+( AO'M)............(120)

L’accélération de Coriolis, elle aussi va s’écrire en fonction de la vitesse de rotation @.

" [(% ) (%) () (i—]:) () (g)]

dx (, o\ dy (= dz =
=2 —(w/\i)+—(w/\j)+—(w/\k)
| dt dt dt

=2 (@A) s (@n )+ (@a L
B _a) dt ' O O
: . ,

A =2WATV, e (121)

Aussi, en utilisant la loi de décomposition des accélérations :

— — — — —
a, = a,+ a, + a;, + a;

On aura dans le cas de rotation :

d200’

Q=0+ +d /\(w/\OM)+( /\OM)+26/\r

Et si en plus la rotation est uniforme :

d2oo’

g =4+~ +a)/\(a)/\0M)+2w/\v ceeen(122)
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Exercices
Exercice 1 :
Des flocons de neige tombent verticalement avec une vitesse de 8Km/s. Avec quelle
vitesse ces flocons frappent-ils le pare-brise d’une voiture roulant horizontalement a
50Km/h?
1) Calculer la vitesse des flocons de neige par rapport a la voiture.
2) En déduire I’angle a entre la vitesse absolue et la vitesse relative.
Exercice 2 :
On laisse tomber d’un immeuble de hauteur h une bille M sans vitesse initiale. On lie a
I’immeuble un référentiel R(0OXZ) par rapport auquel la bille effectue un mouvement
vertical uniformément variable d’accélération — gE. (Figure 1)
1) Ecrire le vecteur position OM de la bille.
2) Un vélo se déplace suivant I’axe horizontal selon un mouvement rectiligne uniforme
et passe par la verticale au moment du lacher de la bille.
a. Déterminer le vecteur position O'M de la
bille par rapport au référentiel du
vélo R'(0'X'Z").

b. Calculer la vitesse de la bille par rapport au

vélo et par rapport au sol. En déduire la - &
0 oy X(X)
vitesse du vélo par rapport au sol. Figure 1

Exercice 3 :

Soit un repére mobile R'(0’,x’,y’,z") en mouvement par rapport a un autre fixe
R(o,x,y,z) avec une vitesse v, = (1,0, 0).

On suppose que x’,y’ et z’ sont les coordonnés d’un point matériel M dans le repére

x = 6t% + 3t
R’ tel que :yy’ = —3¢t2
zZ =3

On suppose qu’a I’instant t = 0, M est a la position 0(0, 0, 0) dans le repere fixe R.
1) Déterminer la vitesse relative de ce point ainsi que sa vitesse absolue.
2) En déduire les coordonnés du point M dans le repere fixe R.

3) Déterminer les accélérations relative et absolue du point M.
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Exercice 4 :

Dans un repére fixe R(O,x,y,z) un point 0" se déplace sur ’axe (0z) avec une
accélération constante et sans vitesse initiale. Un autre repére R'(0',x',y',2") est 1ié
a 0’, et tourne autour de (0z) avec une vitesse angulaire w constante. (Figure 2).

Un point P se déplace avec une vitesse constante v, sur I’axe (0'x"). A =0, le point P

coincide avec 0’ et I’axe (0'x") avec (Ox).

!
Ya
yl
7
1
i
| v
| P
' A
S >
I\ S ot
R R >
7 =7 Figure2

1) Donner les expressions des vecteurs position O'P et OP dans le repere (R’).
2) Déterminer la vitesse relative v, et ’accélération relative @, du point P.

3) Déterminer la vitesse d’entrainement v, et I’accélération d’entrainement a,.
4) En déduire la vitesse absolue dans (R") ensuite dans (R).

5) Déterminer I’accélération de Coriolis a, et I’accélération absolue a, dans (R").

Exercice 5 :

On considére deux référentiels R(Oxyz) et

) YA e
R(0'Xy'z’) de bases (T, J,k) et (T’, 7’,?) Le g o
référentiel R’ tourne autour de (0z) a la vitesse M
angulaire constante w. Un point M est mobile x
sur (Oy")(Figure 3), son vecteur position suit la .
0,0’ X

loi: OM = 1y cos wt..
Figure3
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1) Déterminer les vitesses relative v, et d’entrainement v, du point M.

2) Déterminer la vitesse absolue v,,.

En déduire I’angle ¢ défini comme ¢ = (OM, ;).

3) Déterminer les accélérations relative a, ; d’entrainement a, ; de coriolis a, et

absolue a, dans R’.

4) En déduire I’angle 8 = (O—M, ;,)).

Réponses :

Exercice 1 :

La vitesse des flocons de neige par rapport a la voiture est la vitesse relative 7.

La vitesse des flocons de neige par rapport au sol est la vitesse absolue v, = 8Km/s.
La vitesse de la voiture par rapport au sol est la vitesse v, = 50Km/h.

1) La vitesse des flocons de neige par rapport a la voiture

on utilise la loi de décomposition des vitesses :

Vg =Vt Ve =V =0, U

= |7] = ‘/v_a’2+7e’2

= |v,| = 16m/s

2)a = (v,,v,) =?

ve
tana =—=1.74 = a = 60°
va

Ou bien :

. ve
sina=—=086 = a = 60°
vT

Exercice 2 :
1) Le vecteur position de la bille par rapport au référentiel (R):
Le mouvement de la bille par rapport au référentiel (R) de I’immeuble est un

mouvement uniformément variable d’équation :

—_—

1 .
OM =5 g’k /(R)
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2) Au moment ou on lache la bille, le vélo se trouve a la position 0(0,0), ce qui
explique que les deux origines O, O'sont confondues.
De plus: (02)//(0Z") = k=k eti=1

a. Le vecteur position de la bille par rapport au référentiel (R'):

OM =00"+0'M = 0'M = OM — 00’
00" =7
Le mouvement du vélo est uniforme par rapport au sol :
x=vt+x, = 00 = vtl
= 00’ = vt
_— 1 —3 —7 B
0O'M = ) gt?k'— vti’  /(R)
b. La vitesse de la bille par rapport au vélo :

La vitesse de la bille par rapport au vélo, c’est la vitesse relative v,

dO0'M - —
v, = prake —vi' — gtk'

La vitesse de la bille par rapport au sol, ¢’est la vitesse absolue v,

_, doM - .
Vg = 7 = —gtk = —gtk

Enfin la vitesse du vélo par rapport au sol est la vitesse d’entrainement v,
—> — — — —> —
Vo=V + vV, =V, =7V, — U,

-

=V, =Vl
Exercice 3 :
Vp =
R/IR'=i=1, j=), k=K
OM = (6t% +30)7 — 3t% + 3K’
1) La vitesse relative et la vitesse absolue de M :
. qom d((6t? +300 =37 +3F)
T Tar T I

= T, = (12t + 3V — 6t

Vo =T+ To = (12t +3)0 — 6t) +1 = T = (12t + 4)0 — 6t)°
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2) Les coordonnés du point M dans le repere fixe R :

( dx
Vo = rvax=j(12t+3)dt=6t2+41:+C1
_, dom dy )
vaz—dt :<vay:_dt ﬁ{vayz —6tdt = -3t +C2
dz
KvaZ:E kvaz=j0dt=C3

At=0:x=y=Z=0d,Oﬁ:61=C2=C3=O
OM = (6t2 + 4t)T — 3 t2]
3) Les accélérations relative et absolue :

azom  d*((6t? + 3607 — 3t + 3K

—

a, 702 17z = a, =12t1' — 6)’
_ d?oM d* ((61:2 + 4t)7 - 3t27) . L
a, = iz 172 = a, =12t1—6j

Exercice 4 :

1) L’expression de O'P et OP dans le repere (R’)

Le mouvement de P sur ’axe (0’x’)est uniforme, alors : 0—’P) = vyt v

0P =00 +0'P

00" =2

O'se déplace sur (0z) avec une accélération constante et sans vitesse initiale, son

. , . — 1 -
mouvement est donc uniformément variable. 00’ = > at’k

—

Et puisque (R’) tourne autour de (0z) alors : k = k'
Dou: 00 = %atzﬁ

Enfin: O = ~at?k + vtV /(R)

2) La vitesse relative v, et ’accélération relative a,. de P
. dOP _dwt) ¥
T Tae T dt

. d*0’P
=T

—
Prad I

=V, =V,

=0
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3) La vitesse d’entrainement v, et ’accélération d’entrainement a,.

Vv, = it +(w/\0P)
doo’ - —

=atk=atk’
dt

Alors :

—

ve=a)v0t7+atf’)

dt? dt
d2000 )
dcz ¢
do
E_O b= a, = —wlvgtt +ak’
A T
6/\(6A0’P)= 0 0 wl|=—w? vt
0 wyt O J

4) La vitesse absolue dans (R")ensuite dans (R)
Vo =T+, = Uo=vol +wvpt) +atk’ /(R

Pour trouver I’expression de v, dans le repére absolu, il faut écrire les vecteurs

— —;—) - 3";

unitaires t’, J’, k'’ en fonction de 7, J, k.

= y

Sachant déja que k=" _)\f

=l

wt

—

{ U =coswti+sinwt]
J = —sinwti+coswt]

~ly

><V

Uy = v, (cos wt T+ sinwt J) + w vot (sinwt T+ coswt ) +atk

U = (v, cos wt — vywt sin wt)l + (sinwt + vywt cos wt)j + atk /(R)
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5) L’accélération de Coriolis a, et I’accélération absolue a,

o d — —_—

l’ ]I kl
— — — — -
a.=20Av, =210 0 w|= a.=2vyw

v, 0 O
a,=a,+a,+a.=a, =—-w vyt +2vow ) +ak

Exercice 5 :

On remarque que O'est confondu avec O ce qui indique que OM = 0'M
alors : OM = O'M = Tp COS a)t]_’)

1) Les vitesses relative v, et d’entrainement v,

. dO'M d(ycoswt) )
= = e

v, 'R R v, = —Tyw sinwt )’
dOOI — f’
i=— +(BA0'M)
doo’
=0 )
dt -
I 7 2 £=>v_e’=—r0wcoswtl’
(5/\0’M)= 0 0 W =—r0wcoswt7J
0 rycoswt O

2) La vitesse absolue T, et ’angle ¢ = (OM, 7, )

V=0, +V, =V, =—Tywcoswt I —1yw sinwt ' /(R")

{ UV =coswti+sinwt]

J'=—sinwti+coswt]
VU, = — Ty w cos wt (cos wt T+ sinwt J) — 1y w sin wt (— sin wt T + cos wt J)

U, = (— 1y w cos? wt + 1y w sin® wt)T + (ry w cos wt sin wt — 1y @ cos wt sin wt)]
Va=Tow L /(R)

¢ = (0M,7;) =?

OM, 7,

OM.v, = |W| |v,]. cosp = cosp = W
. a
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!

o . —_— N . S _; _,) —
On choisit une base commune entre OM et v, soit c’est (l, 7, k) ou (l ] )

—_ - —
r 417 !

On opte pour (R") donc avec les vecteurs unitaires t', ', k'.

OM =1y cos a)t]_; = |0M| =1, c0s wt

— —

Tg=—Tywcoswtl —rywsinwt]’ = U] =+ (ryw cos wt)? +(rp w sin wt)?

= |v,| = nw

— — . —
(ro cos wt]’), (— Tow COS wtl' — 1y w Sin a)t]’) )
cosQ = = cosp = —sin wt
Ty COS wt . Tyw

A cette étape, on fait appel aux relations trigonométriques, en I’occurrence le passage

de la fonction sinus a la fonction cosinus et inversement.

. Vs
sina +;= cos

cos a + % = —sin a : c¢’est cette relation qu’on va utiliser
cos(wt +§) =—sinwt=¢ =wt +7
=

r1 7 . —_— = = — 12
3) Les accélérations a, ; a, ; a. a, dans R

a; = +(=—AOM |+ @A (BAOM)

dt? dt
(42007 _
atz
dw _ 3
dt
) Py w )
(5/\0’M)= 0 0 w|=-1rycoswt '
0 rycoswt 0
P )
BA(w/\O’M) = 0 0 w|=-1rw?coswt ]
\ —rpcoswt 0 0
Finalement :

a, = —ryw? cos wt '
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— — —

l, ]’ ! .
a, =2w Ay, =2|0 0 w|= a’=2rw? sinwt
0 —rwsinwt 0
_ .
., d*0'M  d*(rycoswt ) | 5 .
a, = — = > = a, = —Tyw* cos wt J'
dt dt
— — —
a, =a, +a, +a, = a, = —ryw? cos wt J' — row? cos wt ' + 2ryw? sinwt 1’

— —
= a, = 2ryw? sinwt ' — 2ryw? cos wt J’

4) En déduire ’angle 6 = (W, az)

B OM.a,
OM.a, = |0M|.|aa|.c059 = c0S0 = ——
|oM]|. |a;]

—_— — —_—
OM =rycoswt) = |0M| =15 cos wt
a, = 2ryw? sinwt ' — 2ryw? cos wt )’ = |a,| = 2ryw?

0 (rocos a)t]_;). (2row? sinwt U — 21,02 cos wt 7)
cos 0 =

T coswl . 2rew? = c0s 8 = —cos wt

= cos (wt + m) = —cos wt

Finalement : G(O—M, az)= wt+m
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Chapitre V

Dynamique
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1) Introduction :

La dynamique est la branche de mécanique qui s’intéresse a I’étude des mouvements
des corps en relation avec les causes (forces) qui les produisent car une particule se
met en mouvement ou s’arréte de se mouvoir sous ’action d’une force.

Le mouvement est décrit par une accélération qui est le résultat de 1’application de la
force. La relation entre I’interaction (force-corps) et I’accélération a été énoncée par
Isaac Newton (1642-1727) en 1686. Par rapport a la cinématique qui tient en compte
uniquement 1’espace et le temps, la dynamique de Newton considére deux notions
fondamentales a savoir la masse et la force.

Le but de ce chapitre est d’apprendre a résoudre un probléme de dynamique. Pour cela,
il est trés important de savoir faire le bilan des forces qui agissent sur un systéme
mécanique prédéfini.

2) Définitions :

2.1) La force :

C’est une action mécanique exercée par un acteur sur un objet appelé receveur.
Lorsqu’une force est appliquée sur un corps, elle modifie la vitesse du corps, soit en
valeur, en direction, ou les deux a la fois. La force est donc une grandeur vectorielle
caractérisée par :

e Le sens qui précise vers ou la force agit.

e La direction c’est la droite d’action.

¢ L’intensité ou la norme.

e Le point d’application qui est I’endroit ou la force s’exerce.

Le sens d’une force est celui du mouvement qu’elle tend a produire, si la force et le
mouvement sont dans le méme sens la force est dite motrice sinon c’est une force
résistante.

2.2) Systéme matériel :

On appelle un systéme matériel un ensemble de points matériels. On distingue deux
types de systémes matériels :

Le systeme matériel indéformable : dans lequel tous les points matériels sont fixes les

uns par rapport aux autres, c’est le cas d’un solide métallique.
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Le systeme matériel deformable : dans lequel au moins quelques points matériels sont
mobiles les uns par rapport aux autres. C’est le cas de deux solides sans lien entre eux
qui se déplacent indépendamment 1’un de 1’autre.

2.3) Systéme matériel isolé :

Lorsque le systéeme matériel ne subit aucune action extérieure, il est dit isolé ou fermé.

C’est le cas d’un solide seul dans I’espace loin de toute autre masse.

Si le systéme subit des actions extérieures qui se compensent, alors le systéme est

pseudo-isolg, et tout se passe comme s’il était isolé.

Sur la terre, il n’est pas possible qu’un systéme soit isolé, car I’action de la terre est

représentée par le poids (attraction de la terre) est une action extérieure.

2.4) La masse et le centre d’inertie d’un systéme matériel :

e La masse d’un systéme matériel est la quantité de matiére qui le constitue. En
mécanique newtonienne, la masse est une caractéristique du systéme, elle est donc
invariable et conservée.

e Le centre d’inertie d’un systéme matériel ou centre de gravitation correspond a un

point dit barycentre des positions des points matériels affectés de leur masse.

Soit un systéme matériel constitué de N points matériels M; (i = 1,2, ... N) de masses

m;(i = 1,2, ...N) ; dans un référentiel défini le centre d’inertie G vérifie la relation :

YN 1 GM, = 0 oo (123)
ZA
M,
GI MZ

<V

o
1'MP Ms

Figure V.1 : Centre d’inertie d’un systéme matériel

X
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En prenant le centre du référentiel le point O, et en utilisant la relation de Chasles, on

obtient :
N N N
m;(GO + OM,) =0 = Z m;GO + Z m;OM, =0
i=1 i=1 i=1
N N
= Z m;0M, = Z m;0G

N
— _.m;OM
i=1 i 1
= OG = N
i=1”li

e (124)
2.5) Quantité de mouvement :

On considére deux points matériels de masses différentes se déplacant a la méme
vitesse. Les mouvements des deux points vont étre différents puisqu’un mouvement
dépend non seulement de la vitesse mais aussi de sa masse.

Pour expliquer cette différence, on introduit une grandeur vectorielle appelée la

= . 4 . ror . J4
quantité de mouvement ou impulsion P et qui est définie dans un référentiel donné

par:

Ou m est la masse du point matériel et ¥ sa vitesse.
Pour un systéme matériel constitu¢ de N points matériels de masses m; et se déplagant

avec des vitesses 1, avec (i = 1,2, ... N), la quantité de mouvement est :

N N N _—
R . d OM,
P=' Pi=ZmiUl=>P=Zmi dt
=1 =1 =1
N
- d .
=P =2| 2, mom,
=1
5 doG
- = e
g
=1
O T 7 S OO (126)
N

L. m; = m: La masse du systéme et v est la vitesse du centre d’inertie du systéme.
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L’équation (126) stipule que la quantité de mouvement totale du systeme est égale a la
quantité¢ de mouvement de son centre d'inertie G affectée de la masse totale

3) Lois fondamentales de la dynamique :

Il est utile de rappeler qu’il existe en physique quelques principes qu’on ne démontre
pas mais qu’on les vérifie expérimentalement. Ces principes demeurent justes et
valables tant qu’il n’existe pas d’expériences qui les contestent et les contredisent.

3.1) Principe d’inertie - premiére loi de Newton :

3.1.1) Enoncé :

Dans un référentiel Galiléen, le centre d’inertie de tout systéme matériel
mécaniquement isolé (pas de forces extérieures) est soit immobile, soit en mouvement

rectiligne uniforme. Ce principe se résume en la relation suivante :

Plus clairement, si la somme des forces agissant sur un corps est nulle :

e Le corps qui est au repos demeure au repos.

e Le corps qui est en mouvement continue de se mouvoir en mouvement rectiligne
uniforme.

Application :

Soit le mouvement d’un systéme isolé de masse constante m dans un référentiel

galiléen. La vitesse du centre d’inertie du systéme est constante, elle est notée : v .

La quantité de mouvement du systéme : P= muvg .

dP  d mvg; dP dv_G’_I_ﬁdm
— = > —=m—+v;—
dt dt dt dt G dt
Or:
dvg . -
e = 0; car la vitesse Vs est constante.
dm
e 0 ; car la masse m est constante.
D’ou:
dP =
o 0 e (128)

Ce résultat explique qu’en appliquant le principe d’inertie, on démontre que la quantité

de mouvement est conserveée.
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3.1.2) Référentiel galiléen : Appelé aussi référentiel inertiel car c’est le principe
d’inertie qui permet de définir ce qu’est ce référentiel. En fait, il s’agit de tout
référentiel ou le principe d’inertie s’applique.

D’une part, 1’accélération d’un point matériel isolé¢ est nulle dans un référentiel
galiléen (principe d’inertie). D’une autre part, 1’accélération du point matériel sera
nulle aussi dans tout référentiel en mouvement rectiligne uniforme par rapport a un
référentiel galiléen. En combinant ces deux indices, il en résulte que :

Tout référentiel en translation rectiligne uniforme par rapport a un référentiel galiléen
est lui-méme galiléen.

3.1.3) Quelques référentiels galiléens :

» Référentiel de Copernic

Il a pour origine le centre de masse du systéme solaire et ses axes sont donnés par les
directions de trois étoiles tres €loignées (supposées fixes par rapport au soleil).

» Référentiel de Kepler :

Son origine est le centre de masse du soleil et ses axes pointent vers trois étoiles
¢loignées pour paraitre immobiles.

» Référentiel terrestre :

C’est le plus utilisé, son origine est un point de la terre et ses axes sont li€s a la rotation
terrestre donc fixes par rapport a elle.

3.2) Principe fondamental de la dynamique - deuxieme loi de Newton :

Lorsqu’un systéme n’est pas isolé, il subit des actions de I’extérieur qui vont modifier
son mouvement en variant sa quantité de mouvement P .

Dans un référentiel galiléen, la variation de la quantité de mouvement P d’un systéme,

en chaque instant est égale a la résultante des forces extérieures appliquées au systéme.

3 Foxt = o oo (129)
- d mve
YF,, = % ............................................... (130)

Avec m la masse du systéme et U, le centre d’inertie du systéme.
La masse peut changer ou cours du temps, I’exemple typique est la chaine de masse

qui se déplace sur une table vers le sol.
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Dans le cas ou la masse est constante :

=1 dvg

ZFext:m dt

3.3) Principe des actions réciproques - troisieme loi de Newton :
Soit S; et S; deux systémes en interaction (Figure V.2), quelque soit le référentiel

d’étude et quelque soit leur mouvement (ou absence de mouvement), 1’action de S; sur

S> symbolisée par ﬁl 2 est exactement opposee a I’action simultanée de S> sur S

symbolisée par 72 /1 P
2:(\

/R
&/ &

F2/1 = _F1/2

V’:PJJ,

/2

Figure V.2 : Principe des actions réciproques
Ce principe et universel, il s’applique aussi bien aux interactions a distance qu’aux

interactions de contact, a I’échelle de I’'univers comme a 1’échelle des particules.

3.4) Loi de gravitation universelle - quatri¢me loi de Newton :
Tous les objets dans I'univers s’attirent. La force exercée entre deux objets de masses

m, et m, distants de r est donnée par la loi de gravitation universelle :

Gmigm
FZ/l = F1/2 = le e, (132)
Ou G est la constante de gravitation et qui vaut 6.67 * 10711 Nm? /K g*
e N Py
Vectoriellement : 3 r K
F2/1 = _F1/2 . , .
Figure V.3 : Représentation des forces dans la
représentation de la loi de gravitation universelle
Et
= _ Gmim, —
F2/1 - - T—z ..................................... (133)
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Application :

Soit M la masse de la terre et m la masse d’un corps se trouvant a la surface de la

terre. La force qu’exerce la terre sur le corps est F m/m appelé aussi le poids P.

Ona: ﬁM/m =-¢ A}:zm U (Restlerayonde la terre)

D’autre part: P =m §

Alors : g=- W e (134)
4) Quelques forces particuliéres :
4.1) Force gravitationnelle ou poids :
Le poids noté P est la force exercée par la terre sur ?
un corps de masse m. Par conséquent, il est toujours P=mg
dirigé vers le centre de la terre. La relation entre la Figure V.4 : Force du poids
masse m d’un corps et son poids P est donnée par :
e AR (135)
ou g est I’accélération dans le cas de chute libre appelée la pesanteur.
4.2) Force de la réaction normale : N R
Quand un corps peése sur une surface, cette T
derniére réagit par une force normale a la surface. ZZ support
Il s'agit d’une force qui s'oppose au poids et ‘ lﬁ
empéche le corps de tomber. Elle est notée R. Figure V.5 : Force de réaction

4.3) Force de frottement :

4.3.1) Principe :

Lorsqu’un corps de masse m glisse sur une
surface, une force de frottement apparait et

empéche son mouvement. Cette force est

4_ _—
., . d 1 . d Sens du
notée f et est toujours dans le sens inverse du mouvement ‘ l ‘
mouvement. p
N : est la normale. Figure V.6 : Force de frottement

f : est la force de frottement.
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R : est la résultante de N et f .

—

D’ou : ﬁ=N+f

En présence de frottement, la réaction se dévie d’un angle 6, tel que :

tan 6 =L =p (136)

Ou u est appelé le coefficient de frottement.

4.3.2) Frottement statique et frottement dynamique :

Pour commencer a faire glisser un objet sur une surface il faut exercer une force
minimale qui est la frontiere de 1’équilibre statique. Cette force constitue en méme
temps la force maximale assurant 1’équilibre statique.

Si initialement 1’objet n’est pas en mouvement, la force de frottement est appelée

frottement statique j_”S) qui s’oppose a la force appliquée pour mobiliser 1’objet.

Si la force appliquée devient plus intense, 1’objet glisse et il est alors soumis au

frottement dynamique E.

Il existe alors deux coefficients de frottement :

» Le coefficient de frottement statique us qui correspond a : f;(max) = ugN.

» Le coefficient de frottement dynamique p; qui correspond a: f; = ug N.

» Le coefficient de frottement statique ugest supérieur au coefficient de frottement
dynamique p 4, c’est le principe du systéme anti-blockage (ABS) pour 1’adhérence

des voitures sur la route.

4.4) Tension d’un fil :
La tension d’une corde ou d’un fil est la force exercée par chaque partie de la corde sur
la partie voisine ou sur un objet placé a son extrémité. Si la masse de la corde est

négligeable, la tension dans la corde aura la méme valeur en tous ses points.

o . T
Support Support

~l

Figure V.7 : Force de tension d’une corde
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4.5) Force de rappel d’un ressort :

Un ressort peut travailler en compression ou en extension selon la déformation qu’on
lui impose par rapport a sa position d’équilibre.

La force qu’exerce le ressort sur un solide qui lui est accroché est appelée force de
rappel FT) ou la tension T. Cette force qui s’oppose constamment a la déformation

s’écrit sous la forme vectorielle suivante :

Ou Kest la constante de raideur du ressort, x,la valeur algébrique de

I’allongement Al du ressort et 7 le vecteur unitaire de I’axe du mouvement.

On distingue les trois positions suivantes : 1 /m\i
1Al

Position 1 — le ressort est au repos

Position 2 — le ressort est étiré de Al LT T
3 (000000 =
Position 3 — le ressort est comprimé de Al AL

Figure V.8 : Compression et dilatation
d’un ressort

5) Moment d’une force :
Soit F une force appliquée sur un point matériel M. On appelle moment de la force

F par rapport a un point quelconque 4, la grandeur vectorielle My ,.
Mg =AM AF oo (138)

Ou AM est le vecteur reliant les deux points M et A.

6) Moment cinétique :

On considére un point matériel M en rotation autour d’un point fixe O dans un
référentiel galiléen R(O, x,y, z). On désigne par ¥, la vitesse de M dans R, et par Psa
quantit¢ de mouvement. On appelle moment cinétique du point M par rapport au
point O, le moment par rapport & O de sa quantité de mouvement, il est symbolisé¢

par g, :
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7) Théoréme du moment cinétique :
Soit le référentiel galiléen R(O, x,y, z). On considére un point matériel M de masse m

q en rotation autour du point fixe 0. Le point matériel M de vitesse linéaire v,, est
soumis a une résultante de forces extérieures notée : ), ﬁext.

Ona:

Gg(M) =OM AP = G;(M) = 0M A mBy

= 200 _ 4 G5 N my,)

dt dt

dag(M) [d(OM) B} —, d(mdy)
= —[ It A muvy|+ OMA—dt

dao,(M

dt

Sachant que :

md)M :ZFext
On obtient :

dO-—)M - —_— - dO-—)M —_— -
%=0+0M/\ ZFext=> %=Z(0M/\ Foxt)

OM A ﬁext = M, .0t Le moment de la force par rapport au point O
D’ou:

4T _ 5 g
dt FBXt/O ................................

XMz correspond a I’aptitude de F.,,a modifier le mouvement de rotation M par
Foxt/O P 1Y ext Y

rapport a 0.

Enoncé :

En un point fixe O d’un référentiel galiléen, la dérivée du moment cinétique d’un point
matériel M de masse m par rapport au temps est égale a la somme des moments des

forces extérieurs par rapport au point O; qui lui sont appliquées.
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8) Plan pour réussir a résoudre les problemes de dynamique :
Afin de réussir a résoudre les problémes de dynamique, on propose un plan global et
récapitulatif a suivre.

» Définir le systeme :
Il s’agit de préciser le systeme étudi¢ dans le but de faire un bilan juste des forces
extérieures. Généralement le systeéme se réduit & un point matériel de masse m. Sinon,
si le systéme possede des dimensions non négligeables devant son déplacement, on se
ramene a étudier un point qui correspond au centre d’inertie du systéme.

» Choisir le référentiel :
Le choix du référentiel doit étre précisé, car dans certains cas il peut en exister plus
qu’un. De plus, il faut s’assurer que le référentiel choisi est bel et bien galiléen pour
pouvoir appliquer les lois de newton. Ordinairement, 1’étude se fait dans le référentiel
terrestre qui est généralement galiléen.

» Faire le bilan des forces extérieures :
C’est une ¢étape primordiale pour la résolution du probleme. En effet, il faut faire le
tour du systéme et de savoir qu’a chaque fois qu’il y’a contact il y a une force. On
rencontrera habituellement les forces de frottement, la tension d’un ressort ou d’un fil,
la réaction d’un support, sans oublier le poids. Il est trés judicieux de faire un schéma
et de représenter les forces appliquées au centre d’inertie.

» Appliquer les lois de Newton :
Il s’agit particulierement d’appliquer le principe fondamental de la dynamique ou alors
le théoréme de 1’énergie cinétique.

» Choisir un repere et une base pour [’étude :
Le repére est nécessaire lors de 1’étude. Il permet la projection du principe
fondamental de la dynamique suivant les trois directions de 1’espace afin d’obtenir les
trois composantes de 1’accélération.

» Résolution du probléme :
On est ramené a un probléme de cinématique ou la détermination de la vitesse et de la
position du centre d’inertie du systéme est possible. On peut alors répondre a toutes les

questions posées.
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Exercices
Exercice 1 :
Un corps de masse m = 5,5Kg attach¢ a un fil; se
déplace sans frottement sur la surface d’un cone ABC, en
tournant autour de [D’axe(zz') avec une vitesse
angulaire w = 10trs/min. (Figure 1).
1) Calculer la vitesse linéaire du corps.
2) Calculer la réaction de la surface et la tension du fil.
3) Quelle est la vitesse angulaire nécessaire pour rendre

nulle la réaction du plan ?

Exercice 2 :

Les données de la figure 2 sont comme suit :

Figure 1

Les masses des corps A et B sont respectivement 10kg et 5Kg. Le coefficient de

frottement de A avec la table est 0,2. La masse de la poulie est négligeable et le fil est

inextensible et de masse négligeable. Avec le corps A, on attache un corps

supplémentaire ¢ de masse inconnue.

1) Quelle est la masse minimale de ¢ qui empéche A de

€]
A

bouger ?
2) Calculer I’accélération du systéme si on souléve c.

Exercice 3 :

Un enfant se trouve sur un balcon situé a 10 m au-dessus

[vs]

Figure 2

du sol et jette une clef. Le lancé de la clef s’effectue avec un angle de 30° sous

I’horizontal (Figure 3). La clef arrive au point A du sol 1,2 s plus tard.

On suppose que la différence de hauteur entre le point de
lancé de la clef et le sol est h=10m.

1) Trouver la distance d séparant le point d’impact A du
dessous du balcon.

2) Donner les caractéristiques du vecteur vitesse de la

clef au moment ou elle heurte le sol.

A

2

>
d

Figure 3
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Exercice 4 :

Une machine d’Atwood est constituée d’une poulie de masse
négligeable et de deux masses m et 2m (Figure 4). Le fil reliant
les masses et passant a travers la poulie est inextensible et de
masse négligeable. Aussi la masse m est reliée a la terre par un
ressort de constante de raideur K. [ _Jom
On écarte la masse 2m de sa position d’équilibre ; d’une distance ’E

L puis on la lache sans vitesse initiale.
\ . . . . Figure 4
Montrer que le systéme est en mouvement vibratoire et déterminer

sa période.

Exercice 5 :
Une masse m glisse a partir d’un point A sans frottements et sans vitesse initiale sur
une surface formée par une sphére de rayon r et de centre O.

1) En utilisant les coordonnées de Frenet et le Principe fondamental de la dynamique,
déterminer 1’expression de la vitesse de m puis en déduire va
I’expression de la réaction R de la surface sur la masse.

2) Pour quel angle 6 la masse m quittera-t-elle la surface ?

3) En utilisant le théoréme du moment cinétique et les

coordonnées intrinséques (base de Frenet), déterminer

v

I’expression de la vitesse de la masse m.

Figure 5

Exercice 6 :

Un solide M assimilé a un point matériel de masse m = 400g monte le long d’un
plan incliné d’un angle @ = 60° sur I’horizontale, avec une vitesse vy, = 15m/s. Le
coefficient de frottement dynamique du plan incliné étant u; = 0,2

1) Représenter les forces appliquées sur M.

2 Déterminer jusqu’a quelle distance L le solide se déplace avant de s’arréter.

3) Quelle est la valeur maximale que peut prendre le coefficient de frottement statique

Us(max) Pour que le solide puisse redescendre ?
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4) Supposons que la valeur du coefficient de frottement statique p, = 1.2 (inférieure
a Us(max) )» 1€ solide va alors redescendre. Quelle est la vitesse v; du solide lorsqu’il

revient a sa position de départ ?

Réponse :

Exercice 1 :
1) La vitesse linéaire du corps :

V=wr

1tr — 27 @ 60

= w = 1.05rad/s

= 1 10 .2x
{w 10 trs/mm:> _

r
sin a = sin60° = 7 = r =1sin60°=r =39m

v=wr=>v=g [sin60° = v =4.1m/s
2) La réaction de la surface et la tension du fil :
Le mouvement étant circulaire, 1’accélération totale
a une composante tangentielle et une composante

normale (repere de Frenet).

On applique le principe fondamental de la

dynamique (P.F.D.)

Zﬁzma:ﬁ+ﬁ+7=ma 47

Projection par rapport a (xx') :

2

v
—R,+ T, =may = —Rcosa+Tsina =m7
1 \/§ wr 2 xl<
= —--R+—-T= m( )
2 2 r
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= VBT — R = 2M 2T oo (141)
Projection par rapport a (yy') :

Il n y’a pas de mouvement suivant 1’axe (yy'); ce qui donne une accélération
tangentielle nulle. La résultante des forces extérieures dans ce sens s’annule aussi.

R,+T,—P=0=Rsina+Tcosa+—-mg =20

\/§R+1T 0

- — — — =

2 "t T

S AVBRHAT —2MG =0 oo (142)

De I’équation (142), on trouve : T = 2 mg — V3R

En remplagant I’expression de T dans équation (141), on trouve :

R_\/§ 1
= ng Zma)r

AN.:R=35N e T=47N

3) La vitesse angulaire nécessaire pour rendre nulle la réaction du plan

R=0=—m 1m 2r=0=w V39
= —_ —_— w = =
2 ™My "

= w=21rad/s

Exercice n°2 :

1) La masse minimale de ¢ qui empéche 4 de bouger

3 Y
R
Systéme de masse 4 + c: \ f
Y F=G=P+E+R+T=0 L
Projection par rapport a (xx') : Py+Pc
—f+T=0=T=f; oot vee e .. (143) 4
Projection par rapport a (yy') : v
yl

P,b+P.—N=0=N=myg+m.g.... (144)

Systéme de masse B

Zﬁ:B:P‘B’+T=6
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Projection par rapport a (yy') :

fs

Aussi : ,usztanHZE:>N=
N Us

On va remplacer I’expression N de dans I’équation (144) :

E =Mmug +meg
s

On utilise maintenant (142) pour se débarrasser de f; :

T
— =myg +megg
S

Enfin on remplace T par son expression trouvée dans (145) :
mBg mpg
=myg +meg = mc¢ =‘u__mAg
S S

AN.:m;=15Kg

2) L’accélération du systéme si on souléve C

Systéeme de masse A + C

Zﬁ=ma=>a’+ﬁ+f=mAa

Projection par rapport a (xx") :

Projection par rapport a (yy') :

PA_N:O:N:mAg

d
= — =myyg
Ug 4

= fd = #dmAg ......... (14‘7)

—ugmug +T =mya... ... .. (148)

Systéme de masse B

Zﬁ=m35=>P_B)+T=(_))=>T=mBg—mBa ......... (149)
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On remplace (148) dans (149) :

(mp—pamy)g
my + mpg

—Ugmyug + mgg —mpa =mya = a =
AN.:a = 136m/s?

Exercice 3 :

1) La distance d séparant le point d’impact A du dessous du balcon

e’enfant lance la clef avec une vitesse initiale v, formant un angle a = 30° sous
I’horizontal.

¢ On place un systéme d’axe au point d’impact 4, soit (Axy).

e La clef subit une accélération constante g due a la gravitation et suit un mouvement

uniformément accéléré.

Alors :
a 2 7
Suivant (Ax) 0 3 1 V3
-1,y €0830° = —— v, x==(0)t>? —— vyt +d
2 2 2
; - 1 1 1
Suivant (4y) 4 —v, sin30° = —5 Vo y = —Egtz —5 Vot + h

L’¢tude du mouvement est divisée en deux parties : suivant 1’axe vertical et suivant

I’axe horizontal.

1 V3
X = E(O)tz —7 vot+d ... .. (150)
1,1
yz—igt 3 Vot +h ... ... ... (151)

ou h et d correspondent aux positions initiales et finales de la clef selon x et y.

Lorsque la clef arrive au sol, sa position est (x,y) = (0,0)et les positions

unitiales (x, ,y,) = (d, h)
(151)=0=—%gt2—%v0t+h /’v_o’/§— A
’
— v, = w A.N.: vy = 489 m/s // h
En remplagant v, et x = 0, dans (150)on trouve : y I/
x=0=—§v0t+d=>d=§v0t At=x ;"
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= d=2@2h-gt?)  AN.:d=509m

2) Les caractéristiques du vecteur vitesse de la clef au moment ou elle atteint le sol :

Vsol
Suivant (Ax) NE]
Usol/x = 0t _7 Vo
Suivant (Ay) — 1
Y Vsotyy = —9gt — E Vo
_ V3 _ _ _ V3(2h-gt?
Voo = =5 w0 = =5 (F55)
Vsor/x = —4.23m/s Ny
1 1 (2h— gt?
Vsoly = 9t =5 Vo= —gt =5 \ =™ [
Vsoryy = —14.22m/s

”m” = \/(vsol/x)z + (vSOl/J’)Z

= VU, = 14.83m/s

‘vsol/x
»

Ry

-
0

Vg, forme un angle 0 sous 1’horizontale tel que :

VUsol sol/y

vsol/x

cosf = = 0,285 = 0 =73.42°

VUsol

Le porteur du vecteur v,; est la tangente de la courbe au point A.

Exercice 4 :

A 1’équilibre :

Pourlamassem: YF=0=+4T,+P+T=0

Projection suivant 1’axe (vertical) :

To—mg—-T=0=>Ty—mg —kx,=0 (152)

Ou x, est I’¢longation du ressort a 1’équilibre

Pour lamasse 2m: Y F=0= P, + T, = 0
Projection suivant 1’axe (vertical) :
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En mouvement :

Pour la masse m :
Zﬁ:ma:+T0’+ﬁ+T:m&
Projection suivant I’axe du mouvement (vertical) :

Ty, —mg—T+=ma=T, —mg —k(x +x,) =ma.... (155)

Pour la masse 2m :

Zﬁ =mc_i:>FZ)+T—O')= 2md

Projection suivant I’axe du mouvement (vertical) :

T, —2mg = 2ma =T, = 2mg — 2ma ... ... (156)

On remplace (155)dans (156):

2mg —2ma —mg — k(x + x,) —ma =0 = mg —kx —kx, —3ma =0
En se servant de I’équation (154), on trouve :

—kx—3ma=0=>a+ix=0
3m

=X+-—x=0
3m

C’est une équation différentielle du second ordre, qui s’écrit aussi ¥ + w?x = 0. Cette
équation admet une solution sinusoidale de la forme x(t) = A cos wt + B sin wt ; ou

A et B sont des constantes a déterminer.

Aet B=17?
a:t=0 - x(0) =x,
Je remplace t = 0 dans la solution ; ainsi :

x(0) = Acos (0) + Bsin(0) = x(0) =A=x,

a:t = 0 méme la vitesse s’annule ; alors :

dx

—| =0= —Awsinwt+ B cos wt|;-q =0
dtle—g

V=g =

= Awsin0+Bcos0=0

= B=0
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On a obtenu alors: A =x, et B =0 et puisque w = /% , la solution finale de

, . r s / k
I’équation s’écrit : x(t) = x, cos < m t)

w est appelée pulsation du mouvement, elle est liée a la période T par : T = zf

.. . . . . , . 3m
Ainsi, le mouvement des masses est vibratoire sinusoidal de période T = 2x / -

Exercice 5 :

1) La vitesse de la masse :
Zﬁzm&zﬂg+ﬁ=m& ...... (157)

En utilisant la base de Frenet de vecteurs unitaires (W, U_T)) , on trouve :

ﬁzmgsinQU_T>+mg COSHW y
A

R=-RUy
Projection de (157) par rapport a I’axe tangentiel :

dv
mg sinf = ma; = mg sinf = ma

= — =g sinf ...... (158)

Projection de (1)par rapport a I’axe normal :
2
v

mgcosH—R=maN=>mgcost9—R=m7

= 09—————2 15
...... 9
g cos ( )

De I’quation (158), on détermine 1’expression de la vitesse :

dv g dv df g
—_ - — =
It g sin 10 dt g sin
Avec: L = ¢ =2

dt r
dv v

E_Fzgsin9=>vdv=rgsin9d9

v 0
=>jvdv=rgfsin9d9
0 0
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v 2
v
=[-rgcosb]§ =>7=—rgcosl9+rg
0

UZ

2

==

= v =,/2rg(1 — cos h)

De I’équation (159), on déduit la réaction R :

R v? v?
gcos ——= —=R=mgcosf —m —
m T T

2rg(1 — cos B)
r

= R = mgcosd —m

= R=mgcos6—2mg+2mgcost

= R=3mgcosd—2mg
2) Pour que m quitte la surface, il faut que la réaction R s’annule, ainsi :
R=0=3mgcos8—-—2mg=0

= 3 cosf =2

9 2
ey = —
coS 3
= 0 =~ 48.19°

La masse quittera la surface pour un angle 6 ~ 48.19°
3) I’expression de la vitesse de la masse m en utilisant le théoréme du moment
cinétique et les coordonnées intrinséques (base de Frenet) :

Le théoréme du moment cinétique se résume dans 1’équation suivante :

do,(M) .
# = Z(OM A Foy)

On prend la premiére partie de I’équation du théoréme :
oo(M) =0M Amv = 0,(M) = —ruy Amvur

:a_O’(M)=rva;

do,(M) d -
:—dt —Er(mvk)
:da_o’(M)_ dvk,
a0 ar

On précise que le vecteur K est perpendiculaire au plan formé par uy et uy.
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On s’intéresse maintenant a la deuxiéme partie de 1’équation du théoréme.
Puisque on a deux forces, on aura deux moments de forces, celui du poids et celui de

la réaction.

Y (OM A Fore) = (O A )+ (0M A R)

{OWA P =ruy A(mgsind Uy +mg cosd Uy ) = rmg sinf k
OMAR=ruy A(-Ruy) =0

Z(W A ﬁext) = rmg sinf k

Donc :
iy ok = %Y ind
= —1 =
rm it rmg sin it g sin

En intégrant de la méme fagon que dans la réponse a la question 1), on retrouve :

v= \/ng(l —cos8)

Exercice 6 :

1) Représentation des forces sur appliquées sur M AN /

P est la résultante entre Fx) etFy)

R est la résultante entre N et E

La force de frottement E est toujours dans le sens

inverse du mouvement.
Vo

2) Jusqu’a quelle distance L le solide se déplace avant de s’arréter.
Soit : v,: la vitesse initiale
v,: la vitesse qui correspond a la distance L.

, : .. 1
L’équation de la position du mouvement est de la forme : x = Eat2 + vyt + X,

L’équation de la vitesse est : v; = at + vy =t = %

2 2 2 2

1 V11—V V11—V 1 V14—=V1V9+V V1Vo—V
Alors:xz—a(1 0) +v0(1 °)+x0:>x—x(,=—a(1 — °)+1° s
2 a a 2 a? a
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1.712 - vlvo + UOZ + 2171170 - 21702)

:>x—x0=< Za

Ulz—Uoz

2a

Sachant que : x —x, = L alors : L =

2a

Au point ou le solide s’arréte (v, = 0) = L =
a=?

Y F=mi=F+R=mi

Projection de cette équation par rapport a I’axe du mouvement :

—P,—fy=ma= —mgsina—f; =ma...... (160)

-, +N=0= —-mgcosa+N=0...... (161)
tan9=ud=f—d=>N=f—d
N Ha

(161) = —mgcosa +£—d= 0
d

= f; = Ugmgcosa
(160) = —mg sina — uy; mg cos a = ma

= a=g(—sina — u, cos a)

= a=—9.47 m/s? +

= L =1187m

3) La valeur pignqgy) pour que le solide puisse redescendre

Pour que le solide puisse redescendre il faut que : Py = fsmax) = fs(max) < Px
Y F=mi=F+R=mi
Projection de I’équation par rapport a 1’axe perpendiculaire a I’axe du mouvement :

—P,+N=0= N=mgcosa
fs fs

=== N=—
MS N MS

S
= —=mgcosa
Hs

= f, = Uy, mgcosa
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fstmax) < P = Usimax) Mg cosa < mg sina

sina

= Us(max) < cos o

= Usmax) = tana

= Us(max) < 1.73
Pour que le solide puisse redescendre, il faut que la valeur du coefficient de frottement
soit inférieure a 1.73
4) La vitesse v’ du solide lorsqu’il revient a sa position de départ
v2—p?2=2dLl =v =V2dl
v;=0, L=1187, a' =?
Y F=mad=F+R=md
Projection de cette équation par rapport a I’axe du mouvement :
P.—f,=ma = mgsina—f,=ma’....... (162)
Projection de I’équation par rapport a 1’axe perpendiculaire a I’axe du mouvement :
—P,+N=0= N=mgcosa
Sachant que : N = ﬁ, alors :

s
Us

Remplagons (163) dans (162) :

= mgcosa = f;, = U, Mg cos a ... ... ... (163)

mg sina — ugmg cosa =ma' = a' = g(sina — uyg cos a)
= a' =2.61m/s?
D'ou:

v'=+v2a' L=787m/s



Chapitre VI

Travail et énergie
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1) Travail d’une force :

Le travail d'une force traduit l'effort fourni pour déplacer un corps le long d'un trajet
quelconque. 11 se mesure en joule (J) , ou un joule équivaut Kg.m? s—2
1.1) Travail élémentaire -travail d’une force variable :

Soit un point M de position variable dans le temps (un déplacement quelconque),

soumis a une force F variable aussi dans le temps. Le travail ¢élémentaire de F est

défini entre des positions infiniment rapprochées M(t) et M'(t"). Cette condition

sous-entend que le déplacement MM’ = dr est suppos¢ infinitésimal et rectiligne.

Ainsi, la direction du vecteur déplacement tend vers la tangente de la trajectoire.

At -0

M et M sont trés proches = {”W” S 0et MM =dr

Sachant que : dr = 7, — 74

-

Ou bien : AW,y =F.MM'

MM' est appelé  déplacement

¢lémentaire.

Figure VI.1 : Travail d’une force variable

Généralement le travail d’une force dépend du chemin suivi, pour trouver le travail

total entre les points A et B il suffit d’intégrer cette équation du travail élémentaire.

Wos(F) =[] dWy =[] F.dr ...........(165)

1.2) Travail d’une force constante en direction et en module :

On suppose que le point M se déplace sur une trajectoire quelconque entre les

positions A et B sous I’effet d’une force F constante en direction et en module.
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WA_,B(P_)‘)=f dr—j( T+ E 7+ ER)(dxi+ dyj+dzk)

=f (dex+Fydy+FZdZ)

yB B
:_[ Fdx+f F,dy + jFZdZ

XA ya ZA

YB ZB
=Fxf dx+Fj dy+Fj dz
YA

XA ZA
= F,(xpg —x4) + F,(¥p — ya) + F,(2p — 2,)
D’ou:

WA_,B(F_)') = F)Zﬁ
WA_,B(ﬁ) =F.4B = ||ﬁ|| ||ﬁ|| .cosa............(166)

Le travail d’une force constante est indépendant de la trajectoire, il ne dépend que des

positions initiale et finale du point matériel.

1.3) Différents types de travail :
Le travail est une grandeur algébrique, quand il est positif il est appelé un travail

moteur. Par contre, si le travail est négatif, il est qualifi¢ de résistant.

Trois cas peuvent se présenter selon le signe de cos « : 7
1" cas.cosa>0 /
N T T T
cosa>0:>WA_,B(F)>O A M B
= le travail est moteur Sens

Figure VL2 : Travail moteur

2°Mcas : cosa < 0 \
a

cosa<0:>WA_,B(F)<O ' ' '

= le travail est résistant Sens

Figure V1.3 : Travail résistant
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3mecas i cosa =0 I:ﬂ
cosa=0:>WA_,B(17")=O A 'M
—_—

=le travail est nul Sens
Figure V1.4 : Travail nul

1.4)Exemples de calcul du travail d’une force :

a- Travail du poids d’un point matériel :

Un point matériel M de masse m se déplace de A vers B. Le point matériel Mest
soumis a son poids.

Calculer le travail du poids de A a B. V 4
— B—> —_—
A
Sachant que :

_ . [dx (0
dr <dy> et P(—mg) X
dz 0

z

Figure VL5 : Différence de hauteur entre les points A et B

B B
A A
. B
= WAﬁB(P) =j —mg dy
A

B
= W,3(P) = —mg j dy
A

= WA%B(I_J)) = -mg(ya — Y5)

= WAﬁB(I_?)) = mgh avec: h=yg —y,

Remarque :

e Le travail de P ne dépend pas du chemin suivi (dans la mécanique newtonienne ot
g est constante), il dépend uniquement des positions initiale et finale car le poids est

une force constante.
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e Lors du déplacement du point matériel de A vers B, le travail du poids est un
travail moteur (W,_5(P) > 0).

e Cependant si le déplacement du point matériel se fait de B vers A, le travail du
poids serait un travail résistant (W,_z(P) < 0).

b- Travail d’une force variable :

Un point matériel se déplace sous 1’action d’une force F =2x1— yJ sur une droite

d’équation y = —2x.

Calculer le travail de cette force lorsque le point se déplace de 1’origine O vers le point

A(1,3).

Calcul du travail :

dw = F.dr
J 2 (Zx) ~
-y = dW =2xdx—ydy

L (i)

Le point se déplace sur la droite y = —2x = dy = —2 dx

D’ou:dW = 2xdx — (—2x) (—2dx) = dW = —2x dx

c- Travail de la force de rappel :

Un ressort de constante d’¢lasticité K repose sur un plan horizontal. L’une des

extrémités est fixe et I’autre est accrochée a une masse M. On étire le ressort puis on le

lache. Quel est le travail de la force F lorsque la masse de déplace de la position x; a la

position x,?

OOOOR-
F=-Ki=F=-Kxi S %
—p
Et: ! Al =x
e e [T
dW(F)=F.dr=W(F)=| F.dr : =
X1 L
Or: Figure VL.6 : Force de rappel du ressort

R —Kx . dx
F( O> et dr(O)
0 0
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N X2 R x2 X2
w(F) =j —Kx.dx = W(F) =-K [7]
X1 x

1
= W(ﬁ) =§ (x12 — x,2)

2) Puissance instantanée d’une force :

La puissance instantanée P d’une force F appliquée a un point M se déplagcant a une

vitesse ¥ est la variation instantanée du travail de cette force.

P() =7 (167)

D’une autre part : dW = F dr

=1 -

F dr
dt

Alors: P =

ar >
Or: —=v
dt

Ce qui donne la deuxiéme expression de la pression instantanée d’une force :

P(t) = F(£).D(E) weeeeeeeeeeee, (168)

L’unité de la puissance est le Watt (W)
Avec:1W =1J/s =1Kg.m?s~3

Le travail d’une force entre les instants t; et t, peut alors s’exprimer de la maniére

suivante :
aw t2
P(t) =— = dW = P(t) dt
= dW = fttf F@).B) dteeeeeaeni, (169)

3) Energie cinétique :
3.1) Définition :
L’énergie cinétique d’un point matériel M de masse m animé d’une vitesse v est

I’"energie qu’il possede en vertu de son mouvement. Elle est définie par :

En fonction de la quantité de mouvement P:
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P=m®# Alors:

L’énergie cinétique est une grandeur scalaire toujours positive.
3.2) Théoréme de I’énergie cinétique :
Dans un référentiel galiléen, la variation de I’énergie cinétique d’un point matériel

entre les positions A etB est égale au travail de la résultante des forces

extérieures (ﬁext) qui lui sont appliquées pendant son déplacement.

AEc =Ecwy — Eciay = Wanp (Foxt) coovverven(172)
Preuve :
. Lo — S dv —,
AW (Foxt) = (Foxe) dr = dW (Foyy) = m r dr

= dW(F,y) = mdd .9
Le travail est la résultante des forces appliquées au point matériel de la position A de
. . . . 5 B
vitesse v, a la position B de vitesse vg est : Wy_g(Foxt) = fA dw

Alors :

va

S VB . 2]"B
W) = [ 0505 = Wy For) =[]
VA

5 1 ) 1
= WA_,B(Fext) = Em Vg —Em Vg

= WA—)B(Fext) = Eciy — Eca

2

4) Energie potentielle :
4.1) Force non conservative :
Si le travail de la force dépend du chemin parcouru par le point matériel, alors la force

est dite non conservative.
Exemple : la force de frottement f =—u N , la force magnétique F= qv A B

Généralement les forces non conservatives sont les forces qui dépendent

simultanément du temps et de la vitesse.
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4.2) Force conservative :
Une force appliquée a un point matériel est dite conservative si son travail est
indépendant de la trajectoire de ce point. Plus clairement, le travail dépend uniquement

des positions de départ et d’arrivée.

Exemple : le poids : P= mg, la force de rappel d’un ressort F = —Kx, la force
¢lectrique F= q E.

Soit une force F qui dérive d’une fonction scalaire W a trois variables (X, y, z)

Fe=—gratw=F=—(T 1+ 7+ 27F)
- e =\ T Tz

Le travail de F s’écrit :

dw = F.dr
= —grad ¥ dr Avec:dr =dxi+dyj+dzk
=—dW¥

Entre les points A et B le travail W se calcule comme suit :

Wyop(F) = f dw

fd‘P

=Y, -
=y
La fonction ¥ = ¥, — Wy a la dimension d’un travail donc d’une énergie. En plus ¥

dépend de la position (x,y,z); on en conclu que c’est une énergie potentielle qu’on

appellera Ep, = Ep(A) — Ep(B). La force Fva pouvoir s’écrire sous la forme :

On dit que la force dérive d’un potentiel.
Deux propriétés importantes découlent de ce résultat :
» Puisque pour n’importe quelle fonction X', on a:
7ot grad X =0
En appliquant cette propriété a : F= —W Ey,, on aura :

-, > —

rotF =0
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> —> B 2 —] A > —
> ¢F dr = fA F dT'+fB F dr = Ep(A)_Ep(B) + Ep(B) - Ep(A)

D’ou : le travail sur un contour fermé est nul.

jéﬁﬁzo

4.3) Définition de I’énergie potentielle :

Le travail d’une force conservative F appliquée a un point matériel entre les
positions A et B est égale a la différence de 1’énergie potentielle entre les points initial

A et final B.
- B = —/
Wyspg(F) = [, F dr = Eyay = Epgyeveoveeennnnnns (174)
Ou Ep 4 : est I’énergie potentiel a la position A et E,(p) : est I’énergie potentiel a la
position B.

1) AB dE, = E,p) — Epa) : est la différence de 1’énergie potentielle.

et:
B
j dE, = AE,
A
Finalement :
AE, = Eppy = Epay = = Waog(F) = = [ F dr oo, (175)
Remarque :

La relation obtenue dE, = — F dr donne E, = —([ F dr) +c.
En effet, ’énergie potentielle n’est connue qu’a une constante pres. Dans la résolution
des problémes, il faudra choisir arbitrairement un point ou 1’énergie potentielle est
nulle afin d’annuler la constante c.
4.4) Exemples de calcul de I’énergie potentielle :

» L ’énergie potentielle d’un point matériel situé a une hauteur z:

On considere un point matériel de masse m situé a une hauteur z de la surface de la

terre. Le point matériel est soumis a la force de son poids : F=P= mg k
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Il est possible de résoudre le probléme soit en considérant I’axe d’étude (OZ) orienté

vers le haut ou bien orienté vers le bas. Les deux études sont équivalentes et nous

mene vers le méme résultat. I ;
1 cas : k est dirigé vers le haut +hh]p

> —> - —> Y
dEp =—Fdr=>dEp =—Pdr

dr(dy) et P( 0 ) 0
dz —mg
Figure V1.7 : Orientation de I’axe vers le haut

Alors :
dE, = —(—mg k.dz E) = dE, =mg dz
= [E, = [mgdz
= E,=mgz+c
c=77?
On choisit la surface de la terre comme origine de 1’énergie potentielle.
Soit: E,(z=0)=0=>mg0+c=0

=c=0

= E,(z) = mgz
Dans ce cas z = +h. Un objet de masse m a la hauteur h de la surface de la terre aura

une énergie potentielle E,(z = h) = mgh

A g o« . s
2°™C cas : k est dirigé vers le bas

_[dx (0 ®
dr(dy) et P(O) h

dz mg A

dE, = — Fdr = dE, = — P dr |

v Lk

= dE, E"

=—(ng.dzE) ¢

zV

= dE, = —mg dz
P
Figure VL.8 : Orientation de 1’axe vers le bas
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= [E,=[-mgdz
= E,=-mgz+c

c' =77

Toujours, on choisit la surface de la terre comme origine de I’énergie potentielle.

Soit: E,(z=0)=0=>-mg0+c' =0

=c =0
= E,(z) = —mgz
Dans ce cas et par rapport au repere choisi (z = —h), un objet de massema la

hauteur h de la surface de la terre aura une énergie potentielle :

E,(z=—h) = —mg(=h) = +mgh

» L ’énergie potentielle de la force élastique d’un systeme masse-ressort :
On considére un corps de masse m accroché horizontalement a un ressort de constante
de raideur k.
La force de rappel d’un ressort est une force conservative car elle ne dépend que des

positions initiale et finale de la masse accrochée a son extrémité.

R —Kx . dx
F( 0) et dr(O)
0 0

dEpz—Fdr

Y 4

k
Alors : m //

dE, = — (=kx7) (dx7)

= dFE
— kxpdx W‘

E = kx?ac Figure V1.9 : Représentation de la force de rappel
P2 d’un ressort pour le calcul de 1’énergie potentielle

Pour fixer la constante ¢, on
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pose la condition que I’énergie potentielle est nulle a 1’équilibre, lorsque son
¢longation est nulle (x = 0).

On aura :
Ly

0= > kOc+c=c=0

Finalement, I’énergie potentielle d’un ressort comprimé ou étiré d’une longueur x est
1

donc: E, == kx?
2

5) Energie mécanique :

5.1) Définition :
L’énergie mécanique E,,, ou encore appelée énergie totale d’un point matériel a un

instant donné est la somme de son énergie cinétique et son énergie potentielle a cet

instant.

5.2) Théoréme de I’énergie mécanique :

Enonceé :

La variation de I’énergie mécanique d’un point matériel entre deux positions A et B est
¢gale au travail des forces non conservatives agissant sur ce point matériel.

Preuve :

Soit un point matériel soumis simultanément a une résultante de forces
conservatives F et une résultante de forces non conservatives f . Le point matériel est
en mouvement de la position initiale A vers la position finale B.
D’aprés le théoréme de I’énergie cinétique, on a :

Wasp (Fext) = EC(B) - EC(A)
Or:

Wacsp (Fext) = Waos (F) + Waos (f)
D’ou:

Wass(F) + Wass(f) = Ecesy — Eccay

Par ailleurs, en utilisant la définition de I’énergie potentielle :

Wyop(F) = —AE, = Epay — Epea)
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En combinant ces derniéres équations, on aura :
Epay = Epsy + Wans (F) = Ecsy = Econy = (Epiwy + Ecew) =~ (Bpeay + Eceny) = Wass ()
Sachant que : E, + Ec = E,

On aboutit a :

Ou:

Remarque :

Généralement les forces non conservatives sont des forces de frottement (et des forces
extérieurs...). Il en résulte une diminution de 1’énergie totale convertie en énergie
thermique car W,_ g ( f) <0.

5.3) Principe de conservation de I’énergie mécanique :

Si un systetme est isolé c’est a dire qu’il n’échange aucune énergie avec
I’environnement extérieur, alors son énergie mécanique totale est conservée. Dans ce

principe, on sous-entend qu’on ne considere que les forces conservatives.

Ainsti :
Ou:

Autrement dit :

Les ¢nergies E. et E,, se compensent a tout instant. Le systéme ne peut pas perdre de

I’énergie et alors W,_ 5 ( f) = 0, par conséquent il n’y a pas de force de frottements.

Exercices :

Exercice 1 :
1) Une personne de 50 kg monte un escalier de 4m de hauteur. Déterminer le travail

requis pour accompagner cet effort.
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2) Un atome de carbone de masse égale a 1.99 1072° kg a une énergie cinétique
de 4.64 10717 J. A quelle vitesse se déplace-t-il ?

3) Un camion de masse 5000 kg démarre et atteint une vitesse de 36 kg/h en 25 s.
En négligeant les frottements, calculer le travail et la puissance du moteur ?

Exercice 2 :

Soit un point matériel M soumis a une force F = (x — ay) T + (2y — 2x) J.

1) Calculer le travail de la force F pour le déplacement de M du point 0(0,0) au point
B(6,3) en passant par le point A(0,3).

2) Pour quelle valeur deala force F est conservatrice? En déduire I’énergie

potentielle Ep.

3) Déterminer le travail de F pour le déplacement de M suivant une trajectoire
circulaire de rayon R et de centre 0(0,0).

Exercice 3 :

Une bille de masse m = 0.1 kg glisse sans frottement a I’intérieur d’une goutticre de
rayon r = 50 cm. En augmentant la hauteur h, la bille pourra arriver au point O'.

1) Déterminer en fonction de r ; la hauteur minimale h,,;,,, a partir de laquelle il faut
lancer la bille pour qu’elle puisse arriver au point O’ sans qu’elle ne quitte la gouttiére.

2) Déterminer dans ces conditions la vitesse et I’énergie totale au point O.
0/

-«

Figure 1

Exercice 4 :
Un solide (S) de masse m est accroché a un ressort de constante de raideur k. L’autre
extrémité du ressort est fixée au pointC

(Figure2). Initialement le solide est au repos au

point 0. On déplace (S) du point O au point 4, | / .

tel que OA = a, puis on le lache, le solide va Ic 0 'wTvA

alors effectuer des oscillations. Fi
1gure 2
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1) En négligeant les forces de frottements, déterminer la vitesse de (S)au point O.
2) On suppose que le solide (S)subit une force de frottement caractérisée par un

coefficient dynamique p,. Que devient la vitesse de (S)au point O ?

Exercice S :

On dispose d’une piste constituée de deux parties parfaitement lisses AB et CD et
d’une partie rugueuse BC de coefficient de frottement u; = 0.665, et de longueur 6m.
A Dextrémité de la piste est placé un ressort de constante de raideur k = 2200 N/m.
Un bloc de masse m = 10 kg est laché sans vitesse initiale a partir du point A situ¢ a
une hauteur h = 5m. (Figure 3)

1) Calculer I’énergie totale aux points : A, B et C. Commenter les résultats trouvés.

3) Calculer la compression maximale du ressort.

Bl ¢ o C D
' 6m I
Figure 3

Réponse :
Exercice 1 :
1)
dW =Fdr=W = [Fdr = [Pdr

ZA A
P( 0 ) dr <drsina> Zg
—mg dr cos a

Or:
cosa=z/r =r=z/cosa \“

= dr =dz/cosa zy = 0% >y
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dz
cos

W=j—mgdrcosa=>W=j—mg cosa

ZB
=W =j -mg dz
ZA

=W = -mg(zg — 2z4)
= W = —mgh
=W =-1962]
2)
E, = ! mv? =v= anjc = v =6,2810°m/s

)W =AE; = Ec(rinatey — Ecinitiatey = W = % mvf2 _% mv;?
v;: la vitesse initiale étant nulle, le travail devient :
1
Wzimvf2=>W=251O4]
La puissance du moteur est calculée comme suit :

w
P=T=>P=104watt

Exercice 2 :
F= (x—ay)T +QRy—2x)J
dW =F dr = F.dx+F,dy = dW = (x — ay)dx + (2y — 2x)dy
=>W = j(x —ay)dx + f(Zy — 2x)dy
Wop = Woa + Wyp
Du point O au point A, x ne varie pas (x = 0)et y varie de 0 a 3.
0 3 3 2 13
Woa = j (x —ay)dx + j 2y — 2x)dy = j 2y — 2x)dy = [—yz]
0 0 0 27 1
— WOA B 9

Du point A au point B, x varie de 0 a 6 et y ne varie pas (y = 3)

6 3 6 x2 6
Wy = j (x —ay)dx + j 2y — 2x)dy = f (x —3a)dx = [7 —3a x]
0 3 0 0
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= W,; = 18 — 18a
D’ou:
WOB = 27 - 18(1

—_

Pour que F soit conservative, il faut que rot F=0

|

%
o
N
T
Il

0 J
9 ]

ox ay
(x—ay) (2y—2x)

rot F = 6=>(—2+a)ﬁ

= (=24 )k

o Qo =

= q=2
Pour a = 2 la force F est conservative.

Clest-a-dire que F = (x — 2y) T + (2y — 2x) J , dérive d’un potentiel Ep

- _— > aEP aEP
F= —grad Ep(x, F=—(—* —*)
grad Ep(x,y) = Tx + 3y
( 0Ep
N ox =x-—2y
aEP_Z )
oy YT

§
Epey = —f(x — 2y) dx
= 9

(Ero) = — j(z)’ —2x) dy

( x2
EP(x): —7+ 2yx+C

Enfin :
2

X
Ep =— 7—y2+4xy+C
Exercice 3 :
1) La hauteur minimale h,,;, a partir de laquelle la bille est lancée pour arriver a
0’ sans qu’elle ne quitte la gouttiére.

En absence de frottement :
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DupointAaupoint 0 : AE, =0 = Eyg) — Enu) =0

1

Em(A) = Em UAZ + mgyg h(A)
1

Em(()) = Em voz +m g h(O)

Sachantque :v, =0, huy=h, hg =0 ,onaura:

Em(A):”lgh 1
2 _
E =l 2 :mgh—imvo =0
m(0) 27” (0]
h _v02 1
> h=—......
29 =

Du point O au point 0’ :

1 2

Emo) = Em Vo~ +m g h)
1 2

Emoy = S M Vo! +mg hen

Sachant que : h(or) =2r, hep =0 ,onaura:

1
Emo) :Em Vo 1 5 1 )
:Emvo _Emvo’ —2mgr=0
Em(o") =om Vol +2mgr
= Vo2 = vyt +4gr ... (2)

(Met(2) = vy?2=2gh—4gr
(PFD.):YF=md=P+R=md

2

vol
P+R=may=R=m —mg
=R
- (2gh—4gr)
T
= R = Zmrgh—Smg
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Pour que la bille ne quitte pas la gouttiére en O, il faut que la force de réaction R ne

soit pas nulle (c’est R qui retient la bille a la gouttiére)

2mgh

= h>-1

N| Ul

La valeur minimale de la hauteur qui permet a la bille d’atteindre O’ sans qu’elle ne
. . 5
quitte la gouttiére est h,;, = 57

2) La vitesse et I’énergie totale au point O
(1) =v,=+2hg

5
= vy = Zgzr

= vy =4.95m/s

AR
Erw) = Eco) T Ep(o) Y4 k 7
1 ~00000&—+
Ep(o) = 0= Er() = Ee(0) = 53mVo" I X%
: vP
= Epgy = 122] S | !
«— 7 X
C 0 @ A

Exercice 4 :

1) La vitesse v, sans considérer les frottements :
AE, = Z w
Z W = W(f) + W(ﬁ) + W(ﬁ)

Alors : AE, = W(f) + W(ﬁ) + W(ﬁ)
Or:

W(ﬁ) = W(ﬁ) = 0car P et R sont perpendiculaires au déplacement.
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ZW=W(7)=jTE:=jO(—kx?)(de)

x0=0 xXap=a
W=Wm = —kxdx =W =k x dx
(T) ama

x0=0

- - -
X4 —Xp =dx =a=al = (x;, —xy)l = 0A

x2]" ka?
w=k|> ZW=——
Z [2]0=> 2

= AE, =k_a2
2
1 , 1 ,  ka?
:>§m170 —Eva —T
Sachant que : v, = 0
1 ka? k Y
Emv02=7=>vo=a\/; Y4 73

2) La vitesse v, en présence d’une force de

frottement de coefficient p : W_% :

AE. =YW «—> 7 X

C o 2 A

Z W=Weay+ W+ We)+We
AEC - W(’f) + W(ﬁ) + W(ﬁ) + W(ﬁ)
Or:
Wr=We =0
AEC == W(f) + W(ﬁ)

. 0 ka?
W(f) = jT dr = ja (—kXi)) (dxi’) = W(T') :T ......... (1)

. xX0=0
W(ﬁ)—deT=J;A=aF dx

—_— F J— J—
{tan@—ﬁ—,udﬂF—Nud —F = mg ug
N =mg
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x0=0
W(ﬁ) - f mg pq dx = mg pglx]g = W(ﬁ) =-mglUga...... (2)
Xp=a

En additionnant (1) et (2) :
a2
Way+We=——amghq
1 1 ,  ka?

AE, =§mvoz—§va = —amgu,

Sachantque : v, = 0

1 5 ka? ka2
S MVo" =7~ —aAmygllg = Vo = 7_2519#01
Exercice 5 :

1) L énergie totale aux points : A4, B et C
ET = EM = EC + EP

( 1
Evw = Ecay + Epay = Evaz + mgh

1
\ Ewp) = Ecgy + Epy = EmUBZ + mgh,

1
L Emc) = Eccy + Epc) = Emvcz + mgh,
Or:
vA:O:>Ec(A):O

hO == O - EP(B) = EP(C) = O

Alors :
Emcay = Epay = mgh
1 2
Evp) = Ecsy =5mvp

2
1 2
EM(C) = EC(C) = Emvc
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vg =7, v =7

ZW:AEC

Le chemin A — B:

W(ﬁ) + W(ﬁ) = %msz — %vaz ......... (1)

W(ﬁ ) = 0 car perpendiculaire au déplacement
. 0 0
W(P) = f Pdz = j —mg dz =mgh
h h

1
(1) = mgh = Emsz

= vg =.29gh AN.:vg=10m/s

Le chemin B — C:

. _ 1 1
W(P)+W(N)+W(F)= Smve? =

W(ﬁ) = W(IV ) = 0 car perpendiculaires au déplacement

c c c
W(ﬁ)zj Fdz=f —N,uddxz—mgudj dx = —mg uy BC
B B B
1 1
(2) = —mg uy BC = Emvc2 — Emsz

= v, = \/vBZ —2gug BC

= ve =+/2gh—2g9us BC AN.:v;=449m/s

Finalement :
EM(A) = mgh
g _ 1 5 £ _ h EM(A) == 500]
M) = 5MVp" = Ey(s) = MY = { Eyz) = 500]

1
Eney = Emvcz = Eyy = mg(h — pq BC)

L’énergie mécanique totale est conservée du point A au point B (E v = E M(B)),
cependant du point B au point C, elle n’est pas conservée mais il existe une diminution
a cause de la présence de force de frottement qui est une force non-conservative

2) La compression maximale du ressort :
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On suppose que le point E correspond a la position ou le ressort est compressé au
maximum.

Entre le point C et le point E, I’énergie mécanique totale est conservée, ainsi :

AEy =0 = Eycy) = Eue

Eycy =mg(h — uq BC)

EM(E) = EP(ressort) + ECin(ressort) + EP(bloc) + ECin(bloc)

1
EP(ressort) = _J- —kx dx = EP(ressort) = Ekxz

Ecincressorty = 0 car le ressort est comprimé totalement (pas de mouvement, pas de

vitesse donc pas d’énergie cinétique)

EP(bloc) = _fmgj dxi=0
Ecinewiocy = 0 car le bloc ne pousse plus le ressort donc il ne bouge pas au point E.
D’ou:

1 2

1
Evcy = Eugy = mg(h — g BC) = Ekxz

2m
=>x=\/ 9 (h—pu, BC)

k
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